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Bündige und reine Darstellung 



des 



wahrhaften 



Inf initesimal - Calculs 



wie sie 



besonders auch für wissenschaftliche Praktiker 
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rathsam ist« 






Von 



D. Friedrich Gottlieh von Busse 9 

Berg^CommisiioDsrath and Professor der Mathemitik, Physik 

pnd Bergmtschienen - Lehre an der Kön. Sachs« Bereakademi«» 

Senator im Rathe und Assessor im BergschÖppenstuhU 

zn Freyberg; mehrer gel. Gesellsch, Mitgliede« 
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Sr, KönigU Hoheit 



dem 



P R IN Z E N JOHANN, 

Herzog zu Sachsen , General - Major der Cavallerie 
und Chef des zweiten Reiter - Regiments , Vicepräsi- 
dent des Geheimen Finanz-Collegii, Ritter des KönigL 
Sachs, Ordens der. Rautenkrone, Grofskreuz des Kön. 
Sachs. Civil - Verdienstordens und Ritter des Kön. 
Baierichen St. Hubertus - Ordens. 
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Durchlauchtigster Prinz ! 

Gnädigster Herr! 



Jufure HönigjL Hofaiit hatten in dem fioch« 
v^ehrlichen Geheimen Finanz-Collegio Höchst« 
selbst ,die bergahad^mische Registrande über« 
nommen^ als ich z,ur öffemlichen Mitlheilung 
meines Lehrsystemes ermuntert^ und dabei a^u« 
vörderst mit dem Infinitesimal -^Calcul beschaff 
tigt, allerdings auch durch die Vorstellung er* 
heitert wurde, in Höchstdenenselben einen 
Obern tax haben, der bei einer vielsei^ wissen«^ 
schaftlichen Ausbildimg ^ eine; besöddere Vorlieba 
f lir das gründliche Studium der mathematischen 
Wissenschaften unterhält 
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Wenn die Methoden des h^öhem- CalcuU 
durch sich selbst, und namentli^ch durch strenge 
und calculatorisch vollständige Begriffe des Un« 
endlichen bündig erwiesen^ keinesweges von 
der ungleich mühseligeren Analysis des Endli- 
chen eine heterogene Grlaubwüxdigkeit zu erborr 
gen nöthig haben: so Isann man auch einen 
herzhaften Gebrauch von jenen Methoden ma- 
chen ^ um die schwierigsten für die mathemati- 
sche Pi:axis nöthigen Formeln und Reihen auf 
den liürs^esten Wegen sich' zu verschaffe^; und so 
können dann namentlich auch die Eleven der 



König!« Sachs. Bergakademie mehre Zeit für 
. die ihnen hauptsächlich nöthige angewandte Ma^ 
thematik erübrigen, welche überdies eine viel^ 
seitigere Umsicht und Gewandtheit des Verstan^ 
des, wie sie dem Praktiker vorzüglich nöthig 
ist^ zu üben, mehr als ein gar zu lange dau- 
erndes Studium der calculatorischen Elementar- 
Mathematik geeignet ist 

Seit nunmehr vollen 24 Jahren in. dem ei* 
gentHchen Sachsen mit sächsicher Humanität 
und Herzlichkeit aufgenommen und behandelt^ 
wütde es mx auch sehr erfreulich seynf vfßnn 
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63 mir gelüiigen seyn solltet durch meinen Vor« 
trag des höheren Calculs gerade Leibnitzens, 
des Sachsen, Algorithmus als den rathsamsten, 
den wirklich vbthandenen Naturkräften völligst 
angemessener dargestellt, mid gegen die fernere 
Anmafsnng der Surrogate gesichert zu haben» 

Dafs ich es schicklich finden Konnte, sol« 
öhe Ansichten, die man sonst nux* in der Vor« 
rede deb Mdstern der Wissenschaft vorzulegen 
pflegt, Einem Königlichen FHnzen zur 
eigenen Beurtheilung zn unterlegen, wird dem 
^nzen v Hvissensclia^dien l^eutschknde iiichlr 



auffallen, indem es schon gewohnt ist, für 
das Königlich Sächsische Regenten* 
Haus auch in Hinsicht wissenschaftlicher Kennt- 
nisse eine ausgezeichnete Verehrung zu unter« 
halten» 
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Möiohte meine Hoffnung/ den Lehrvorfrag, 
der höheren Mathematik für die theoretisch« 
praktische Bergakademie zweckdienlich erleich« 
tert zu haben 9 in einige Erfüllung gehen» und 
dadi^rch auch mein angelegentlicher Wunsch 
gekrönt werden » durch diese meine Arbeit 



HöcI>stdero gnädigster Protection empfohlen 
zu seyn. In tiefster Devotion ersterbend als 

Ewr* König!« Hoheit 



unterthänigst gehoreamster 

j^riedrich Gpttlieb von Busse» 
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xieinaLe zwanzig Jahr kindurcli hatte icli die meisten Theilc 
der reinen und der angewandten Mathematik nur der Theqrio 
wegen bestrichen» als ich in den letzten 6 Jahren des vorigen 
Jahrhunderts» meiner Lehrämter in Dessau überhoben » und 
in die unmittelbaren Dienste des ruhmwürdigen , meinem 
Herzen ewig theuernf damaligen Fürsten, Leopold Fried- 
rich Franz genommen , nunmehr auch meine Kenntnisse 
der hühern Mathematik auf Strom- und Maschinenbau anzu- 
wenden suchte. 

Schon a priori war ich allerdings entschieden , des Herrn 
Lagrange Functioneii-Calcul, auch nur als ein schickliches 
Surrogat für die Resultate des wahrhaften Infinitesimal - GaI* 
culs nicht anzuerkennen. 

Nachdem ich aber überdies durch ein genaueres Studium 
der höhern Mechanik es inne wurde» wie äufserst deutlich 
man die mechanischen Wirkunge'n der statischen 
Naturkräfte , von ihrem Nibhts in dem ersten Zeitpunpto 
ilires Entstehens anfangend» durch die unendlich kleinen 
Zeitverläufe dieser Wirksamkeit sie verfolgend» und durch 
deren Summator» die Trägheit» zum endlichen Integrale vol« 
lendet » rein calculatorisch durch I>ibnitzens Infinite- 
simal -Calcul sich darstellen kann» und dieser dann besonders 
mit Hülfe des von mir behaupteten, auch in der Integralrech- 
nung mit zu benutzenden Vollgrofs» so wahrhaft adäqi|«t 
i«nen Wirklichkeiten angemessen erscheint ^ dafs namentlich 
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auch der Hauptsatz der ganzen liöliern Mechanik» welchen 
d*Alembert. an dessen bündigem Erweise verzw^eifelnd» 
nur als zufällig wahr in dieser unserer Welt glaubte anneh- 
men zu müssen» vielmehr als schlechterdings nothwendig mir 
darstellig wurde ; .w^ie hätte ich nunmehr mich irgend entschlies- 
sen Könncfn , mit Lagrange nur an den Calcul mit end- 
liehen Grofsen mich halten zu wollen » die unendlich kleinen 
Gröfse^n» während ihres allmähb'gen Entstehens und Ver- ^ 
Schwindens gleichdam zu perhorresciren , und somit darauf 
Verzicht zu thun , jene mechanische Wirkungen auch wäh- 
rend ihres^ Entstehens schon dem Calcul zu unterwerfen!!- 

Von nun an lediglich darauf bedacht, für die in der Na- 
tur wirklich vorgefundenen Infinitesimalien , auch das calcu- 
latöriscke System bündig und unanstufsig zu durchsehen» 
konnte sich des Herrn PH ui Hier, in vieler Hinsicht scharf- , 
sinnige Darstellung desselben» aus mehren Gründen mir nicht 
empfehlen *^* Carnot^s Reflections sur la Metaphysique du 
Calcul infinitesimal f wurde nach einer flüchtigen Durchlau« 
fang ebenfalls von mir zurückgelegt» weil ich dessen schon 
gewifr genug geworden war» dafs man den DifFereiitial-Cal- 
cul fehlerhaft anzulegen , und dann hinterher den Fehler zu 
vernichten / gar nicht nöthig h^be. **') 

Wesentliche Dienste leisteten mir dann ferner meine deut- 
liche Ueberzeugung, dafs jeder Infinitesimal • Calcul aU sol- 



*) "Wenn man für die Praxis den höhern Calcul ergreift» um fi'ir die 
Infinitefimalien der Naturkrälte in der Kürze genauer zu sChliefsen» 
als durch endliche Gröfsen es möglich isti wie kann mau mit Hrn« 
rHviilier »ich entschliefseu , darauf Verzicht zu thnn. daf*^ die Fol- 
gerungen jen^s Galculs in völliger Strenge zutreffend jseyn sollen! 
^. &. meine Betrachtung der HÖH* sehen Wassereäu- 
lenmaschint,. Freyberg 1804. 8 61. Ueberdies ist sein 8yFtem fiit 
den Praktiker viel zu muhselig i und was mir in andern Systemen 
anst5r>ig und dem unbefangenen Verstände entgegen laufend schien» 
ist darin theils beibehalten • theils doch nicht ausdrucklich verwor- 
fen oder widerlegt» 

••) In ihr vortheilhaftestes Licht gestellt wurdm Carnot's Ansichten erst 
einige Jahre später durch des Hrn. Hauff Uebersetzung und hinxu- 
gefftgte eben so deutUphe aU lehrreiche Erörterungen. 
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clier des Nichts r= o , all einer Gränze , bald als Anfang, bald 
alt Ende der unendlich Kleinen Gröften schlechterdings be« 

dürftig ist, eben so nothwendig aber auch ein — ~ qq ^I^ 

erreichtes Ziel der — —, OC • ^*^ calculatorischen Gebrauch 

nehmen rafisso. 

Hiemit lagen mir die Unterscheidungsgründe zwischen 

der absoluten o » und den beiden + o ZI ■ um so leich* 

■" ±00 

ter auch für den Differentialgebrauch vor Augen, je mehr ich 

schon bei meiner Erörterung der trigonometrischen Scalen ge- 
wifs geVorden war, dafs man, die Behauptung 
00 — H" 00 — "^ 00 glauben zu lernen, Keinesweges nö« 
ihig habe. 

Als nunii[iehr ancK. meine Unterscheidung zwische.n de- 
nen Producten 0.00, welche nicht =0 sind, und den s&mmt- 
liehen übrigen, welche :=o' seyn müsseui hinzugekommen war; 
iQ sah ich endlich mich der bekannten, immerfortmir anstöfbig 
gewesenen Lehre entledigt, dafs der nach al 1 gem ei n e n 
Grdnden und Regeln aufgefundene Differentialquotient, nicht 
in allen Fällen der wahrhaft r i c h 1 1 g e und brauchbare 

Ton mehren Lehrern , welche dieses Satzes gar nicht er- 
TFähnen» mufs man vermuthen, dafs sie mit den Darstellun- 
gen Eines Joh. Bernouilli, Eulers, Karstens, Kästners, u. s. w. 
JÜcht bekannt gewesen sind ; und die Anhänger des Function- 
Gtlcals mufsten ihn glauben, weil er ja darin vermittelst lau- 
tet endlicher Gröfsen , nach Versicherung des Erfinders, eben 
•O strenge , als irgend ein Satz in der Euklideischen Geome- 
trie erwiesen, and überdies durch neue Motivirung gerecht- 
fertigt istÜ 

In dem kleinen Werkchen ' Formulae radii osculatoris» 
^uomd vmlores earutn positivos ac neguth'os^ et ventilatae et 
diligentius quam furi solct explicatae; cum appendice quadru' 
flUi; Dresdae in offtcitta JrnoUli 1825; habe ich meine Ans- 



•tellungan gegen die eben erwähnte, und einige andere mir 
irrig scheinende Lehren des höhern Calcult, vor den Mei- 
stern der Wissenschaft umständlicher dargelegt» als es in die- 

• 

tem Lehrbuche für Anfänger schicklich war; welches mir 
ohnedies auch dadurch etwas angeschwollen ist, dafs ich auch 
den Anfängern es beinerhlich machen w.ollte, wie und warum 
mein Lehrrortrag von dem gewöhnlichen abweichend sey. 

Einige in dieser Hinsicht vielleicht vorzüglich roerkwür« 
dige Capitel *') kann ich erst im Nachträge zur Differential- 
rechnung» hinter der Integralrechnung folgen lassen» weil 
ibh Wort hahen » und den ersten Band zur Messe fertig lie- 
fern mutste. 

.Dessen ungeachtet hoffe ich» dafs der zweite Band etwa 
noch stärker als dieser erste gewifs nicht ausfallen» und spä- 
testens zur Osterraesse 1826 erscheinen soll, 

Ge(rade die deutliche Begründung der Differentialrechnung 
erfordert einq umständliche und sorgfältige Erörterung» um 
für die Integralrechnung in der Kürze detitlich zu werden. 
Auch wird man finden» dafs selbst geübte Mathematiker, in 
der Anwendung des Differentialcalciils » gerade also in der 
Anlegung des höhern Calculs» am meisten fehlen» und da- 
durch ganze Systeme von Theorien erarbeitet sind, welche 
w^ie Seifenblasen zerspringen» wenn man sie in wirklichen 
Gebrauch nehmen v/ill. 

£s verstellt sich übrigens von selbst» dafs zu solchen 
luftigen Arbeiten die partiellen Differentialquotienten an An- 
-stelligkeit sehr gewinnen» wenn man sie als Fonctions deii- 
v^es schreibt, weil sie dann w^eiiiger deutlicli in die Augen 
fallen« und weit mehr Entschuldigung durch Schreib- und 
X>riickfehler für sich haben. 



*) Ans dem XXIVrcn Cnpitel , Vergleichung der partiellen Differentiale 
mehrfach Varia hiev Funciioneu wird es auch erbellen, dafs der Haupt* 
fatz in des Herrn Lagrauge Functionen - Encwicicelung» in Eulers 
Calciilo diffcrcntiali schon vorhanden ist , durch die dortige äus- 
serst unbequeme Bezeichnung der partiellen Differeutialquotientcn 
aber allerdings »ehr versteckt bleiben mufsie. 






In dem Uten Bande werde ich auch eine Anleitung mit- 
theilen » in welcher Ordnung Anfänger dieses Lehrbuch sa 
befolgen, welche Paragraphen sie bis zur zweiten oder drit- 
ten Durcharbeitung zu verschioben haben. So ist es s. B. fOr 
Anfänger nützlich und angenehm» die DiiFereiitialquotienten 
auf die Lehre vom Gröfstcn und Kleinsten früher anzuwen* 
den p ali sie syitematiich schicklich hier folgen konnte. 

Obgleich, auf solche Weise gebraucht, dieset Lehrbuch 
xum Selbstunterrichte allerdings dienen kann : so wird doch 
jedem anzurathen seyn» den grofsen Vorcheil eines mündli- 
chen Unterrichtes sich zu verschaffen; vorausgesetzt, dafs er 
•inen Lehrer haben könne, der nicht selbst noch Anfänger in 
der Wissenschaft, sondern der Sprache der höhern Mathema« 
nk nnd ihrer Methoden machtig ist. Solche Lehrer wissen 
•s dann selbst schon , dafs die Hauptabsicht ihres mündlichea 
Unterrichtes nicht seyn miil'ä, den Mechanismus des CalcuU 
vrAhrend der Lehrstunden einzuüben, und das Lehrbuch al« 
lenthalben zu verfolgen , sondern allgemeine Ansichten dar- 
über mitzntheilen, und durch ihren freien und rieh* 
tigen Vortrag, die Sprache der hohem Methoden 
Ihren Zuhörern geläufig zu machen, 

Daff et auch in Teutschland nicht nur für Praktikanten, 
sondern auch für Direcprial* Beamte im Bergbau» und in an- 
deren technischen Behörden, ein Bedürfnifs werden müsse, 
mit der Sprache der höhern Mathematik nnd ihren Methoden 
etwas bekannt zu seyn, habe ich vor 21 Jahren, bei dem An*' 
tritte meines hiesigen Lehramtes richtig vorausgesagt. Einige 
Jahre nacliher wurde von dem trefflichen theoretisch • prakti- 
tchen Matliematiker, dem Herrn Gubernialrath und 
Ritter von Gerstner in Prag, das dortige polytechnische 
Institut gestiftet ; etwas später wurde namentlich in Berlin 
nnd Mönchen durch Lehre und Beispiel dortiger dirigirender 
Beamten der .höhere Calcul für die Praxis empfohlen ; bei 
der Begründung des technischen Institute« in Wien, wurde 
er von Anfang an, wie in Prag« für nothwendig anerkannt; 
und vor nunmehr 5 Jahren hatte auch der Herr Bergrath ' 
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Sohitkow in Sohmniiits ihn xu Idhi^ii ingefangen« Von 
dem dortigen Lehrer der Forstwistentcfcift » Herrn Bergraib 
Wilkent*) war er immer schon seinen Zuhörern als nacx- 
lieb empfohlen worden. 

Durch Versehen ist es im IVten Capitel unbemerkt ge- 
blieben» dafs der Herr Prof. £. G. Fischer in Berlin der 
erste ist» der es.öff entlich mitgetheilt hat, dafs man die 
Differentialquotienten als Endgrinsen der Function betrachten 
könne. Als eine dimensorische Darstellung habe ich sie 
immer schon in meinem mündlichen Vortrage benuut. Wie 
sehr ich die Verdienste dieses gründlichen Mathematikers en- 
snerkennen bereit sey» wird aueh aus meiner Recension seiner 
Untersuchung über den eigentlichen Sinn der 
höheren Analysis. 1808. Leipziger Liter. Zeitung» 1809b 
No. 2 und 5 erhellen. Gefi:en einige- neuere Behsuptungen 
glaubte ich in der ersten Vorerinnerung mich erklären xn 
müssen. 

Freiberg» den S. April 1825« 



*) In Schenitiitx hatte ich tinetwanet da« Ver^Üj^^n ihn rorsufindcn, 
der voi; mmmehr faft einem halben Jahrhniideit mit mir gleichd^eitig 
als angehender Mathematiker aufgetreten war. 



Vorerinnerungen» 



Vorerinnerung I» 

Warnung gegen einige algehraisehe Behandf 

langen. 

JLJer Aufdruck "T ergibt sich rr! — fBr xrai ; 

und nnn wird in einigen der vorzäglichem Lehrbii* 
durch elemenuriscbe Behandlung diese« Aoidnip 



chei gefanden , dab dessen — nicht nnr den bestimm« 

tan Werth rr3a, sondern anch noch einen ssweiten 
~^ahabe. Ich behaupte, dieser zweite Werth 
wir4 durch eine fehlerhafte Behandlung hinein ge- 
bracht« welche in der Kürze folgende ist. 

Der mit x yerSnderliche Werth dieses Ausdruckes 

lidCie X» so hat man X rr — _^~ ■; folglich 

•ach,Xa*)-xx = (a 4* X). Tax ; daher 

aiick« aehllefst man » (xx -f* aX)' = (* + X)*- >xi also 

anch x^-f aaXx*— a^x— öa^Xx — aX»x + a»X« = o 

In dieses Aggregat durch x— a dividirt, 
gibe x^ + ax' 4- aax + saxX -. aXX = o. 

A 



p. 



II Hörerinnen /♦ TVarnung» geg* ein^ älgehr. BehandL 

• . . ... 

F 

Daher XX- sj^X = ax + xx + — 

'folglich X — X + tTsxx -f- ax^ ^r—j- 

Für X rr a also Xjr:a+1*4^~^ + ^** 

Unnötbiger Weise bat man hier die Gleich- 
ung mit |*ax rational' gemacht« Unnötbiger Weise ! 
da ja für x die Gleichung hier nicht aufgelöst werden 
soll. Durch . das Quadriren der Gleichung wird- ja 
der gegebne Ausdruck dergestalt zweiförmig gemacht, 
dafs dem wirkljch gegebnen X zuvi^ider, der 
zweite Werth Xna — fian-^a ihm aufgebürdet 
wird; wogegen wir durch -unsere iii Öer DiflFerential- 
rechnung Gap. III« $>• s- xn^t beigebrachte, richtige ele- 
i&entärische Behandlung lediglich X ~ 3 a ' finden 
werden« 

Ohne diese Erörterung würde gegen die Differen- 
tial-Methode Cap« XVII. der Verdacht entstehen müs- 
aen, dafs sie nicht die sämmtlichen Werthe diese/ 

X ~ — anzugeben vermöge ! mit der elementarischen 

algebraischen Methode nicht völlig übereinttimmeBd 

2. 
I 



yertheidigung desProduetes IT-a« T-b n T (-a). (-b), 
aber nieht als ~ ITab sondern zz -s-Tab. 

Der Herr Prof« E» Qz Fischer hat in seinem 
Lehr buchender Elementarisch. Mathematik 
Theil 3» Berlin 1824. Seite 59, welches viele 
andere wohl begründete Winke zur Verbesserung der 
Methode für geübte Leser gibt; den neuen Lehrsatz, 
aufgestellt. ^ i 

Zwischen zwei .ungleichen imaginären 
Pormeln« findet gar keine MuJtiplication 
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statt» wohl aber zwiicben einem imagxnä* 
ren« und einem absoluten Factor» 

Im Zusätze S. 60 wird daraus gefolgert , dafs der 
früberbin für absolute Gröfsen erwiesene Satz.' Y*a« Tb 
ZZ ITab , nicht mebr unbedingt gültig bleibe , wenn 
man a und b dem algebraiscben jfi zu unterwerfen 
denkt, o^v bleibt nur gültig 1) wenn a und b po* 
»ySitivsind, fi) wenn von diesen Oröfsen die eine 
typositivy und die andre negativ ist; aber er verliert 
,,3) allen Sinn, wenn mapn beide negativ setzte so 
y, dafs die Formel ]* — a« t"~*b etwas sinnloses an* 
», deutet, womit gar keine Weitere Rechnung gemacht 
,y werden kann," ^ 

Sinnlos soll, nach dem dortigen Beweise des 
Lehrsatzes, die geforderte Multiplication deshalb seyn» 
weil man zufolge der in der (gemeinen) Arith- 
metik gegebnen Oifinition etwas müfste 6ilden «ollen, 
was aus f — a eben so durch Theilong und Verviel- 
ßlltigung entstände, als t*— b aus der Einheit« Nun 
ist aber klar, .dafs durch alle erdenkliche Theilung 
der Einheit und Vervielfältigung solcher Thei)e nim« 
mermehr die imaginäre Formel )* — b (ima^iüäret 
unmögliche G r ö fs e ir-b) *) entstehen könne ; also etc. 

Abermals, meines Eracbtens, ein Beispiel, daljs 
man die Lehren einer neu erweiterten Wissenschaft 
nicht den Definitionen einer älteren eingeschränkten 
Wissenschaft mufs unterwerfen wollen. So wie man 
sich für die Verhältnisse zwischen positiven und ne- 
gativen GrSfsen, die Macht des alten Exponenten er« 
weitern, und ihm zugestehen mufsi dafs er» um die 



*)Ber Herr V«rf. will blos von imaginären Formeln ge- 
sprochen wissen. Aber die Formel f"— b ist ja wirk- 
lich vorhanden, also nicht nnmöglioh; wohl aber dio 
dadurch verlangte Gröfse ist algebraisch luunöglich* 

A2 
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Oröffte des zweiten Gliedes darzustellen, auch der G e- 
^gengröfse des ersten Gliedes steh bedienen darf, 
oder mit andern Worten» der Exponent einer alge* 
braiscben Verhältnifs» nicht wie in der gemeinen 
Arithmetik nur eine absolute Zahl, sondern auch bald 
eine positive» bald eine negative Zahl '*') , seyn darf; 
eben %o mufs man, nach zugestandenen imaginären 
oder unmöglichen Gröfsen"*^*), auch dem Verhältnifa- 
Exponenten zugestehen, dafs er auch eine imaginäre 
Gröfse seyn könne; und b6 ist dann i ;7*-.a ~ T-— b 
:f-^a. ir — b eine richtige Proportion; weil' beide 

1^-^a 

Verhältnisse einerlei Exponenten haben ; und .so 

murs dann au<?h l'-^a , f— b fü^^ ein regelmäfsiges 
Product anerkannt werden. 

Auch kann es namentlich auf zweierlei Weise bun« 
dig «rwiesen werden^ dafs l*— a. f— b zz T---a. — b 
•eyn mufs, auch dieses rz — 'Tab sey«, nämlich 
die verneinte Quadratwurzel des ab seyn, und so- 
wohl 4-r — a. + r— h| als auch ^^''--a.--)'— b 
allemal ~— 1" ab seyn mu£i« ♦**) m 



*J| In der «weiten Auflage meiner. Algebraischen 
Auflösungen denke ich es bündig dargethan zu ha« 
ben»xda& man der 'Algebra bejahte und verneinte 
Zahlen sugeitehen mofi» obgleich das alt arithmetische 
Gewissen sich ängstlich dagegen zu vorwahren suche. 

^ Zwischen beiden zu unterscheiden ist ohne Nutzen; auch 
von dem Herrn Verf, selbst meines Wissens nicht ge« 
schchent 

#•• Obgleicht*«*-4 eben deshalb unmöglich heifst, weil es weder 

-}- iTa noch —. f^a seyn kann, so mufs doch 4- 1« |* a 

und -— i«!*— >a im algebraischen Calcul mit der GewiDi- 
keit anerkannt werden, dafs -j- t^ t*— i) — !• ^T—t ~ o 
sayn , und (4. 1. )—-»}• (— 1 • T— «) = — l* (r~«)* 

•fliyA muCi. 



^ \ 
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Erster Beweis. 

« I 

In der gemeinen Arltbmeiik nnd in der gemeinen 
Qeometrie» wird alsOmndsatz gebraucht: Wenn swel 
Quadrate einander gleich sind, so mub auch die Wur^ 
sei dea. einen, der Wursel dea andern gleich aejro; 
und umgekehrt« / 

Für die algebraische Arithmetik und algebraiichd 
Geometrie gibt ea allerdings dabei su bedenken, dafa 
jedes der beiden algebraisch möglichen Quadrate swei 
Wurzeln» eine bejahte und eine verneinte haben 
könne. Da al)er aus dem allgemeinen Begriffe einer 
Quadratwurzel unmittelbar folgt t ' 

data (r— ••r— b)« = r— »• r— b. r— •• r— b 

n — a. — b aejn mub : aö ergibt sich auch eben so 
einleuchtend^ 

dafs + rcr— a. r— b)« = -f r (- • b) 

und — nr— a.T— b)» rn— r*(— a. — b) aeyn mufs« 
Da nun ferner ein gegebnes T'^^a.l* — b, wenn 
von seinem ^ die Rede seyn soll, allemal als ein ge« 
gebnes -}- (|*— .a«t*— -b) zu behandeln ist, dieses aber 
sowohl — -^f-^a. + r' — b als ~ — t*— a.^ — IT— b 
sejn kann: so ist Hiermit dargethan, 

dafs qpf — a.qFf — b rr -f- r — a. — b sejrn mnfat 
die rechte gefundene Seite schlechterdings alleisHiI 
4-1* haben mufs, es mag in der gegebnen linken 
Seite jedes meiner beiden T als -^ IT oder lüa -— f 
gegeben ae3m aollen. 

Wenn wir nun aber aus dem bekannten Satze» 
dafs -^a.— b rr -f* ab ist, auch schliefseh wollten ^ 
dafs das eben erwiesene + T — a. ^ T*— b rr + T* — a, — b 
auch zr^'T'ab seyn iqusae: so würden wir einen 
Fehlschluls begebfn, Sdrch dessen Beachtung und^ 
Vermeidung ich in friJSieren Schriften schon so man* 
eben Widerspruch Im algebraischen Erfolge erklärt 
nnd vertilgt habe. 
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Nämlich 80 gewiGs es istt dafs man 'Taair + t^aa 
~ipa an6et'/.c'n mufQ, so l^nge man noch nicht 
'Weifa» ob aa aU 4*«* + *» oder als — a#— »a ent- 
standen sey; eben so ausgemacht ist es» dafs diese 
Zweideutigkeit wegfallt» wo man es weir«» dafs nicht 
-}• >• 4~ ^ sondern -— a. — a gegeben ist» Denn 
|"(-f-a, + a) ist nur ZI -j- a und )•(— a. — a) ist nur 

Da man nun in dem gegebnen t* — a. T'-^'h 

ab . * 

allemal ^<-brr— — behaupten kann« folglich ^as ge* 

a 

g e b n e r-a. r-b - T-a. T^ ^ =: r-a.r-a. T \ 

= --«. r^= --(ra.ra> ^ =~rarb=:-rab 

aeyn mub : so ist hiemit dargetban , dafs das gegebne 
|"-^a*T*— b ZI — ^t*ab seyn mafs« 



Ein zweiter Beweis 
. ergibMich durch die bekannte Scblufsfolge, 

4ais -fr-Bjr-b=rar--i.rb.r-i =r-i.r-i.ra.rb 

n — i.t*ab seyn mufs; welche auch nachher in je- 
iiMa Lebrbuche selbst als richtig aufgeführt , und zur 
B^rechpung des IT— a, IT— b gebraucht wird! 

Sollte vielleicht der ehrwürdige Verfasser durch 
den Schlufs r— « • T— b = T (— a. — b) = f ab , auf 
den Gedanken gerathen seyn, dafs die Fordening f '— a 
durch )""-— b 2u multipliciren etwas sinnlosei sey : so 
wäre es auch durch diesen Vorfall abermals mir er« 
laubt, zu erinnern t da(s ich in meinen Erörterungen 
über algebraische Arithmetik» Geometrie and Trigono- 
metrie seit 25^ fahren so manches schon systematisch 
bündig erklärt und bestimmt habe» wofür man auch 
späterhin immer noch weniger genügende einzele Er- 
klärungen versucht; z. B» für das trigonometrische :i; 
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auch in dem vorliegenden Lehrbuche, *) desgleichen 
für den Efauptsatz» dafs^ in der algebraiechen Mafs- 
leiter die Einheit notH wendig bejaht muraangenon^ 
men werden. 

Ans A ^ B folgt keinesweges dafi auch -n AT^ -nis 

scy , wie e^ bei manchen berühmten Mathematijtenu 
z.B. [jagrange geradezu, bei andern versteckt vor« 
kommt ^ sondern die allgemein richtige Folge ist, 

-— u A ^ — n B. Die Begründung dieser Behaup- 
tung findet man in meinem schon erwähnten ^Vst^n 
Unterrichte in der algebraischen Auflö« 
^ung, i8o8* $*i36* In dei^ ersten Auflage 1731 habe 
ich selbst manche unrichtige Lehre drucken lassen; 
wie ich schon lange es eingestanden habe; unter an- 
dern auch das in dem vorberiihrten Lehrbuche so ge* 
nannte Skandal, dafs die Einheit nach Belieben, ent^ 
weder bejaht odet verneint köniie angenommen wer« 
den. Dafs aber die negativen Gröfsen kleiner alä 
Nichts zu nennen sind, welches der Hr. Verf. eben- 
falls anstöfsig findet; denke ich in der ersten Ausgabe, 
mit andern Mathematikern als schicklich, in derzweit0n 
Auflage als systematisch noth wendig erwiesen zuhaben« 



*3 Seite 185 keifst es: Vom Null sowohl als voni 
Unendlichen kann man mit gleichem Recht 
-sagen» es sey weder positiv noch negatir, 
oder auch es sey beides zugleich. Ich habe da- 
gegen behauptet, dafs namentlich jede Abgleichiing 
J-QQ 3^1.1^ ^Q nicht etwa den gemeinen Menschenver- 
stand übersteigend, sondern ihm entgegenlaufend sey» und 
selbst auch der Übergang der trigonometrischen Tangenten 
di^rch U- ^Q und — QQ ganz anders 9 und ganz augen- 
fällig durch J^ 00~ — (— 00) *** erklären ist* 



\ 
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Vorerinnerung IL 

Öegehne und gesuchte Gröfsen der Algebra f bestän^ 
dige und veränderliche Gröfsen der jinalysis% 

$. U In der Algebra wird man angewiesen ». die 
iO genannten bekannten Oröben, das beifat diejeni« 
gen« welche man als gegeben will becracbtet wissen, 
dnrcb die ersten Bnchstsben des Alpbabetes » und da- 
gegen die unbekannten, gesochten Gröfsen durch des« 
aen lelstere Bachstaben %n bezeichnen. 

Dia Differential* und Integralrechnung kann awar 
•udi der Algebra su Hülfe kommen, doch nur ver« 
mittelst d^ finbestimmten Analytik, für welche diese 
bSheren Hiilfsmittel nur geeignet sind« In der unbe* 
etimmten Analytik aber hat man hauptsächlich zwi- 
achen Constanten und Variabein (beständigen und ver- 
inderlichen Gröfsen) sn unterscheiden; daher es na- 
mentlich auch für die Differential- und Integralrech- 
nung heilst, dafs man die beständigen Gröfsen 
durch die ersten; die veränderlichen Gröfsen 
durch die letsteren Buchstaben des Alphabetes za be- 
seichuen pflegt. 

$• ü. Sollen in der Gleichung xx-^T^rraa durch 
X und j die sämmtlichen Coordinaten eines Krea« 
aea bedeutet werden : ^o sind sie altemal und noth- 
wendig veränderliche Gröfsen, indefs dagegen der 
Halbmesser a immerfort einerlei bleiben, von beständi- 
ger, unveränderlichen Gröfse bleiben mufs, so lange 
-man es mit lauter Coordinaten su thun haben will» 
die eich iii einerlei Kreise befinden! 

0. 3« Eben so mufs in der Parabelgleichung 
yyrzbx der Parameter b, und in der EUjpsengleichung 

77Z:cc— — XX» jede der beiden Halb-Axen a und c 



alt eine bettindige» immerfert »ich gleich bleibende 
Grobe angenommen werden, ao lange man von den 
verinderlichen Coordinaten x nnd y verlangt, dab 
aie immerfort ala Coordinaten in einer nnd derselben 
Parabel oder filljrpse neben einander vorkommen sollen« 

§• 4« Wenn man dagegen fär die Parabel 77=bx 
se^reibt, so würde damit angedeutet seyn^ dab man 
anch den Parameter will veränderlich gedacht wissen« 

$• 5« Dia Sttbungente in der Logarithmik ist 
eine beständige GrObe , so lange man in einerlei lo« 
gariihmischem Systeme bleibt, also in jed^m derselben 
lediglich die logariihmisirten Groben nnd ihre Loga- 
rithmen mit nnd neben einander veränderlich sn den* 
ken hat. Dagegen würde die Sübtangente selbst anch 
veränderlich gesetzt werden müssen, wenn man das 
Logarithmensystetn veränderlich gedacht haben wollte* 

§. 6. Allerdings werden wir sehr lange dabei 
bleiben , nicht nnr die Snbtangente in der Logarith* 
mik, sondern auch die beiden Axen der EUypse, den , 
Parameter der Parabel und den Halbmesser des Krei* 
•es als beständige Groben xu behandeln, und Uira 
Coordinaten x und y müssen dann nothwendig ^ala 
veränderliche Groben behandelt werden, so lange sie 
die aämmtlicben Coordinaten bedeuten sollen« £a 
würde aber s* B. in der Kreisgleichung yynrr — xx, 
die Abscissengröbe x auf ein unveränderliches, bestän« 
diges z=c eingeschränkt, und dagegen der Kreishalb- 
messer veränderlich gesetzt werden müssen, wei^n 
man zwischen> den Ordinaten und den Aalbmessem 
solche Gesetze ihrer gegenseitigen Abhängigkeit au^ 
suchen wollte, welche allen Kreisen gemein sind, so- 
bald ihre Abscisse x IT c ausbedungen ist* 

$• 7* Durch diese Beispiele wird es Anftngern 
vorläufig efhcllen , wie es allerdings von der Beden* 



X Vorerin, IL- Gegebne ir. g&suehig 0röf8. d^ Aigcbr. 

tung einet Gföfse abhSngt, obiie aU bestindig oder 
rerUiiderlich zu betrachten sejt diese 'Bedeutung eelbsc 
aber dem Verlangen der Aufgabe, oddf aonst dem 
Ziele der Untersuchung gemärg müsse gew&hll und 
beurtheilt werilen« '' 



V o r e r i n n ei r u n g- III. 

• • ■ 

tjnabhängig und abhängig veränderliche Gros^ 
sen. Urbelegte, undjolglich belegte vetänderliclie 

Gröfsen. 

. §• 1» Ebenfalls einelireisgleichung ist yjcisax-xx» 
-Wo die Abscissen x ihren Anfang im Anfangspuncte 
eines Durchmessers ±:sa' haben, der nun eine bestän- 
dige Gröfse seyn kann, indefs den Abscissen x und 
(fXrdinaten y alle die verSnderlichen Oröraen zukom- 
men, weiche sie in diesem Kreise haben können, und 
w-elche für die x; alle mögliche GröGsen vom =ro bis; 
2mm =r4-2a« für die 7, alle möglichen Gröfsen vom 
rno bis zum z=4~a und zum ~"— a ausmachen. 

§• 2« Wenn man aber auch diese x und y nicht 
gerade als Abscissen und Ordinalen, sondern über- 
haupt nur als Gröfsen betrachtet, welcbe der Glei- 
chung yyrrsax—- XX Genüge thun sollen: so sind sie 
e'ben deshalb auch dergestalt unbestimmte Gröfsen, 
dafs durch diese einzige Gleichung lediglich eine 
Abhängigkeit zwischen ihren verschiedenen Wer- 
then bestimmt werden kann. 

^ ^^ ^ ^ , sax — XX 

bestimmt , setzt voraui^ , dafa man der x zuvörderst 
bald diese, bald jene beliebige GrBfse beilegen, und 
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dafiir jedesmal auf das ihr angehörige y^ acblieraeo 
wolle ; und .dann pflegt xnan x die unabbi^ngig , die 
imprünglich veränderliche Grobe zu nennen» würde 
im Tentschen kürzer, jene x die V o r,verllnderlich# 
nnd 7 die Nach veränderliche nenneij können« 

rii 

Umgekehrt würde durch xr:a+, -- — 77 g^for- 

4 
dert werden» dafs man zuvor der tt-det 7 einen 

von ihren Werthen beilegen» und daratia auf daa die- 
sem 7 zugehörige nachfolgend veränderliche x Icbliea* 
sen solle* 

jj. 5. Solche Unterscheidung zwischen ursprüng- 
lich und nachfolgend veränderlichen GrOfsen, wie sie 
in der gemeinen Änalysis schon vorkommen kann» 
habe ich hier absichtlich voranschicken wollen » um' 
nun hinzuzufügen» dafs die meistens so genahnte un- 
abhängige und abhängige Veränderlichkeit (besser» die 
ursprüngliche und nachfolgende Belegtheit^in der Diffe- 
renzen* und Differentialrechnung davon verschieden ist* 

§• 4» Denn von d^n beiden Veränderlichen x 
und 7 der Gleichung 77~aax— xx» wird x die pri- 
mitive» unabhängig Veränderliche» und 7 dagegen die 
abhängig Veränderliche genannt» wenn* x mit einem 
ihr /gleichartigen Zusätze Ak belegt wird» um auf 
den dadurch für 7 verursachten Zusatz 'A7 ^u scbliea* 
sen^ daher wir dann auch treffender» x die urbe- 
legte und 7 die folglich belegte ntaneil werden*^ 
Dutch solche Belegung A^ soll aber die x keineswe« 
ges-auf irgend einen oder irgend einige ihrer verän- 
derlichen Werthe eingeschränkt se7n» sobdem die* 
ser Zusatz soll während ihrer ganzen»' aämmtlicheh 
Veränderlichkeit ihr beigelegt gedacht werden; weil 
die ganze Absicht dieser Belegung daxin be* 
steht» dafs man einen für die sämmtürcba Verän- 
derlichkeit des X gültigen Ausdruck dae A7 
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anffihde} Mnmrans sogleich einlencbtet • d'^Tt bei 
tiichtVerln.derlicheiit cönstanten 'Orörsen, 
diese Absieht einer solchen Belegang gar 
nicht Statt finden kann. 



Vorerinnerung IV^ 

Unterscheidung zwischen gUederconvergenten und 
summatorisch convergenten Reihen^ 

X 

$; 1»., Die Begriffe der Couvergens sind 'ursprüng- 
lich geometrisch. Zwei gerade Linien, die einander 
schneiden t laufen bis zu ihrem Schneidungspuncte 
conrergirend (sich nähernd) zustimmen, wo ihre Cpn- 
Tergenz ein Ende hat, weil die Entfernung zwischen 
den beiden Linien dort no geworden ist. Ein hy- 
perbolischer Schenkel 'ist gegen seine geradlinige 
Asymptote ohn Ende convergent, weil er ibr immer- 
fort niher und näher kommt, ohne irgendwo sie 
adhneidend SU -erreichen.*) 

S* s. Wenn wir diese Begriffe auf calculatorische 
Reihen übertragen wollen« so sind wir wohl berech- 
tigt! jener geometrischen Anschaulichkeit gemäfs von 
einer Reihe zu* sagen # dab sie convergent sey, sob^d 
ihre auf einander folgenden Theile immerfort ap. ab- 
aoluter Grölse kleiner werdend sind; es mögen nun 
solche Theile in einzelen Gliedern, oder bei ungleich 
l^eseichnenden, in . Aggregaten aus zweien oder meh- 
ren auf einander folgenden Gliedern bestehen. 



■••■■■•1^— ■•«*••. 



*^ In wie fem sla beide in ihrer geometriselien Unendlich- 
.keit einender berfl^rend erreichen mödhten, brauchen 
wir ^liar aosb nicht sn ^rtenu 
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$• 3. Aber nicht jede Reih^, die in dietem Ver-t 
Stande convergent itt» und gliederconrargent 
heirten mag, ist auch anrnmatoriach conrergent» 
Sobald wir s. B. übersengt sind» dab die hjtÜkm 

1 + --}-. i 4. i + i 4- etc. = 00 •«Tut lilmlich di» 

Summe ans dieser ReUie mit unendlich vielen Glie* 
dem etwas unendlich grofses geben mässet so wer* 
den wir nicht behaupten wollen/ dals ein endlicher. 
Anfangstheil der Reibe fur^ die Summe der ganaan 
Reihe mit desto« geringerem Fehler gebraucht wen|en 
könne , je gröber die Anzahl der Olieder in diesem 
Anfangstheile angenommen ist; denn solcher An£rags- 
theil kann ja immer nur eine endliche Oröls« geben»' 
welche ron der pnendlich groben Summe abgeaogen» 
immer noch einen unendlich groben Rest aurjick las* 
sen mnb, 

$• 4. „Daraus (heibt es bei Kisten ir in seiner 
Analysis des Unendlichen 1799^ 8.369«) dab 
in einer Reihe die folgenden Glieder immer kleiner 
werden 9 folgt nicht« dafs die Reihe conyergirt« son- 
,« dem man mufs das. nach der Formet-, woraus die 
^ Reihe ist gefunden worden , beurtheilen. ** 

„Z. B. 7~ = t + x + x^+x^ + x*+... 

M Diese Reihe convergirt allemal« wenn x ein eigent* 
««lieber Bruch ist« denn alle ihre Glieder zusammen 

t» machen nicht mehr als die cjadliche Grobe <^ •** 

$•5« Einleuchtend wiU Kästner unter con*. 
TCrgirend verstanden wissen, was in §• 3. wir 
summatorisch convergirend genannt haben; und 
so ist sein angegebner Grund zu viel beweisend. 
Dehn wenn auch x kein eigentlicher Brach « sondern 

gröber als t wäre» ao würde dennoch — - — eine 

t— X 
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endliche GrSfae seyn; und gleicliwohl "würde die 
SmUäie aus den ersten r Gliedern der Reihe» statt der 
gM2;en Reibd gebraucht, einen immerfort gröbern 
Fcfbler verursneiren- müssen , vreil ja der Reihe Rück- 

gtand =2 lÄtl 

1— X 

Allerdings wird man hier aus der Form des all- 
gemeinen tten Gliedes, und dem dadurch sich erg^- 
beoiden JElückstande zu schliefsen wissen, für wel- 
«b»'^, und in welcher Maafse die Reihe summato- 
|is^ feonvergen't sej« Aber man hat es ja sehr oft 
imrt-^ Reihen zu thun, an deren ttummatorischer Coq- 
Tttegena uns viel gelegen ist , und bei denen wir die 
Summe tfas Rückstandes nicht so leichte, wie in 4en 
vorigen vSeispielen anzugeben wissen^ 

' §..6.' "XB.- die Reite 

4"" .3^6 7^9 " *•* , 
deren (suintnatorische) Convergenz Kästner a«a«Oe 

auf folgende Weise erwiesen mejnt. 

„Dals die Smome der Reihe t + — h r + - 
' 3 6 7 

11-'- ' ', 

A !- — +••• — 00 »»iöt, kann aus verschiedenen 

^ p ^ n ' V 

^, Gründen erwiesen werden« Dies vorausgesetzt, 
„bat man * ^ . 

,.«Uo 00 -H J = a. (i +1 ±^ + ~ + —) 



VikTmArniV^ UjUprsth. iwis^h. Gliidereonvatg^ xt 

»»Beide diese Reihen sind alsa uiiendlich, 
^«oder e$ ist , ' 

» 4 . ■ • ■ ■ • 

' „UnwdKch zi: P * * 



^_ 8 3 ^ 7 ;ii l5 



Unendlich ~ Q 



. ^|Nun ist P^-Q rr-»; also ist - » der eiidli' 

4 . 4 

^che Unterschied der beiden unendlichen 'Grörsen.'* 

Gegen diese Schlüsse mufs ich zwei Ausstellun-^ 
gen machen. ^ 

i) Sogleich ^ bei der Folgerung , bei-de diese 
Reihen sind also unendlich, mufs ja schon 
vorausgesetzt werden, was hier erwiesen' werden solU 

dafs-die füv ^hier angegebne Reihe einen endliehen 
Werth h^tl Denn wenn er aelbst unendlich wäre » so 

k&nnte 00 *— * — auch endlich seyn. 

4 . 

. fi) Auch wenn die Unendlichkeit beider Reihen* 
Summen , nicht nur der P» sondern auch der Q, bün« 
dig erwiesen wäre: so würde daraus noch nicht fol-. 
gen , - dafs P — Q nothwendig eine endliche. Gr5fso 
ausmachen müsse» mdem ja auch die Differenz zweier^ 
Unendlichgrofsen gar wohl wiederum unendlich grob 
seyn kann. 

Auf folgende Weise wird man, was Kästner 
beabsichtigt/ und zugleich andere nützliche Lehrenr 
sicherer folgern. 



• •• 



ff. ?• Sejr 

3 6 V7 »+a» ^ i-Hi(v4ii) 

•iichG=t + i^»i +^.,.,i, . ^ 

3 7 »31 ' 3+4r ; 3+4^(14«) 

so ist O der grSfaere, nnd K der übrige kleinere Tbeil 
der unendlichen Reihe S. 

In K iit ■ , , das rte^ nnd , i ^ 1 ^ dae 

(r 4-0)^0 Glied in der dem vorangehenden Qlieda 

— nachfolgenden Reihe; , und die Snmma aua den n 

mai zrrr folgenden Gliedern mnla offenbar grSljef 

•^ S+tcr + n) ^"' Dabunaber 

aehon -^-r^rrr > m- •^ «^ 
3+4>f+4a 3+4' ^ 



wenn 3n -]- 4rn ^3+4'-r4nt ^«o 4rn— *n 

4r -f- 3 4iUo n> ^ ' j^ genommen wird: so gibt 

et ^hinter jedem rten Gliede solche n Glieder , deren 
Summe gröfser i^ , als das rte Glied* ' 

Da nun . femer die Summe der ersten r Glieder 
immerfort gröber und grSfser werdend ist, jede grös- 
ser die Gliederzahl r genommen wird» gleichwohl 
dieser Summe an dem Ertrage der ganzen unendlichen 
Reihe immer noch mehr fehlt, als der letzte rteTheil 
der schon gefundenen Summe ausmacht! so mufs die 
Summe der ganzen Reihe unendlich grofs sejm, 
und kann daher diese Reihe K summatorisch eon- 
▼ergent nicht seyn; (obgleich sie gliederconrer* 
gent allerdings ist«) 



VoTtrituIV. Unier seh. t»isch* QUederconverg* xvii 

Da in der Keihe G jedes rte Glied zz -^— -» also 

gröfier als der Reihe K rtes Glied n — ; ist: so 

niurs die- Reihe G noch gröfser als die Reihe K, also 
da schon K unendlich grofs ist, nm so mehr auch G 
unendlich grofs seyn, und demAacfa die Reihe S zi G -f* K 
aus swei unendlich grofsen Theilen l^estehejo* 

Da nun die Reihe - ~ G — K ist, Kaber>G— i 
iseyn mufs, weil in der Reihe K jedes rte Glied 

~ r-r— >^ äIs in der Reihe G das (r -^- i)te Glied 

»+4(^+0 6 + 4'- 
G— K<G--(G— -1), das ist G— K<i scyn» 

Hiemit sind wir nun gewifSf dafs die Reihe 

— — — r + T— -* c^e» Je weiter sie fortgesetat 
4 3*57 ^ 

wird 9 um desto mehr ihre Summe einer endlichen 
Grofse sich nähernd geben mufs. 

§, ^. Die endliche Grofse ist bei dieser Reihe so« 
gar kleiner als i. Möchte sie abier auch bei , andern 
Reihen noch so grofs seyn! So bald, es erwiesen ist» 
dafs die Summe der Reihe» je weiter sie 
fortgesetzt wird, irgend einem endlichen 
Wertl^e immerfort näher kommend seyn 
mufs,' so ist die summatorischeConvergensi 
der Reihe erwiesen« 

Für ungemein viele und häufig vorkommende 
gliederconvergente Reihen wird man» dafs sie nicht, 
summatorisch cpnvergent sind» durch den folgenden 
ersten Lehrsatz» für andere dagegen» dafs sie sum* 
matorisch convergent; sind, durch den zweiten Lehr* 
•atz und dessen Ztisatz sich versichern können« 

' - ' B 



^ 
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V 

Lehrsatz!. 

^. 9. Wenn einet glieder-convergenten 

Reihe allgemeines rtesGlied der Form — r-rr- 

unterworfen ist: so ist die Keilte summa* 
torisch nicht convergent. 

Beweis^ 

§, 10. Hinter dem rten Gliede folgen n Glieder« 
von denen jedes gröfser als ihr letztes, das (n-f^r)te 

ist, daher ihre Summe g r 5 fs e r als . , ^ , — r seyn 

a-t-b(r4-n) ^ 

mufs \ und nun mufs ja 

«bon ^qTb^io > rpTr "5^» ^«"» 
man an-|-hrn ^ a-f-br-f-bn 
also (a-f-br — b)n ^a + br hat^ 

; , a+br j • .. ^ , ' B 

also n ^ — j—i r, das ist* ny>\A p- — -- gc- 

^. a-j-br— b '^ ' a4-(r-i)b ° 

nommen fordert, welches allemal durch eine endliche 

bejahte Zahl n geleistet werden kann , die Gröfsen a 

und b mögen bejaht oder verneint bezeichnet gege* 

ben seyn. 

> ij. !!♦ Z. B. in der Reihe Sr: i^ 1 1-- ... 

4- — r — . . • (§.70 ist auch a~i und bnSf also 
' i + ßr 

n5>i-|- ^ I ^ gefordert, uns göwifs, dafe schon 

die Summe aus diesen n Gliedern einen gr^fiiern noch 
fehlenden Theil der Reihe S ausmachen mufs, als 
man durch das rte Glied gewoennn hat. 

Gesetzt man hätte die Reihe bis zum Gliede 

- summirt, und -wollte nnn za dieser Summe 
ö 
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* ' V 

» . . V - ' 

irl h-r noch das dritte Glied — n ' . in der 

* 3 6 ^^ 7 1 + Ä. 3 • 

äoffnung hinzufügen , däfs man dadnrch der gansan 
Reihensomme nähergekommen seyn werdet so würde 
diese Hoffnung falsch seyn. Denn da hier t=z3 ist» 

60 hat man nur n>i+ t-; — äIso n>i4-— , also 

l+Ä ' 3 ; 

nzZ2 zn fofdem, um gewifs su sejrn, dafs die Sum- 
me aoa diesen zwei Gliedern rz — J-— n: einen crös-^ 
aern Theil der noch fehlenden Reihe ausmacht, M 

man durch Hinzufugung des Gliedes — gewonnen bat, 

« 
L e h r s a t z SS* 

§. 12. Wenn in S=:xP + xq-|-x»4-x»...-|-x^q-^)ö6^ 
entweder I) x<Ci i^t, und p, q, f ..♦ eine stei- 
gende arithmetische Reihe, 

oder II) x^i ist, und p, qt r ••. eine fal- 
lende arithmetische Reih^ ausmachen; ao' 
iat die Reihe summato-risch convergent« 

Beweis. 

$« 13. In beiden Fällen hat man eine geometri- 
sehe I|.eihe,. deren n erste Glieder ihre Summe 

xP * ' ' 

. (x<^-p^» — . 1), für hzz CO also die Summe 



x^-^p — 1 

XP V * • - - 

S — -7 7-^ {x^^-P^oo — 1) ausmachen | wel<?he in bö- 

den Fälle» sich dem endl-rche^n Werthe ■■ - — /"v 

ohh Bilde rtihert, weil x^^-p)« öich dem no ünj6nd- 
lieh nähernd ist^ 

Denn im Islcn Falle xn— gesetzt, mufs wÄ^tt 

^ » " . . ^ . . • . . .^ 

x^<Ci offenbar up>i seynß miiU sich also x^«^p^^ • 
1 



dem zzo ohn Ende nähern« 



• / 






I 
/ 

I 



Im Uten Falle ioll schon x irgend ein u ^ i sijn ; 

und da ];iier, iyeg[en der arithmetisthen {allendeh 

Reibe q— p verneint ^ folglich p-*q bejaht ist; ao 

' 1 

hat man x<^-p)«o rr uC^-p)» — (p^qjoo * wiederum 

dem ZZO ohn Ende sich nähernd« 



. i : ■ 



^ II j «^ f z U 



:\ 



§. 14. In beiden Fällen mufa auch die Reihen- 
^mme 

6 — AxP + Bx^ + Cx» + Dx» + • ♦ . ohn Ende, 
eiiieni endlichen Werthe sich nähern , wenn heiner 
unter den Coefficienten A» B, C, u«f*w. einen unend- 
lich grofsen Werth hat. Denn sey G der gröCste un- 
ter allen » aber noch endlich : 80 müfete jencf Reihen- 
auinme (S Meiner 

aU G. S r= Gxp -}- Gx^ + Gx* + Gx» u. a. w. ohn Ende 
aeyn, und doch schon G. S dem endlichen Werthe 



* • 



7— 



xP 
6. nr:; aich nähernd seyn. 



Anwendumg^ 
§« i5. Da schon die Reihe 

jahte y dem Falle I des Lehrsatzes unterworfen^ 
ohn lEnde fortgesetzt» dem endlichen Werthe 

y-.l (y xY 

— — . 7 — 1 — ~ / .^ sieh nähern müfste : so 

mufs einem noch kleineren endlichen Werthe die . 

sich nähernd aeyn« 



«/ 
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Durch dieaelben Gründe sind wir nan anch ver- 
sichert» dafs für jede bejahte Gröfse des c 

+ A V )'^ •'• ^^°^°* ^^°* ^ abhängigen endli- 
chen Werthe sich nähernd, sumikiatorisch convergent 
seyn mufs; welches für die Lqgarithmik, wo s^ch 

i 

diese Reihe als Ausdruck des ^r-r eines jeden 

Subtangente 

c-Systemes ergibt, um so mehr befriedigt, je bündi- 

diger man sich überzeugt hat, dafs kein Logarithmen« 

System mit einer verneinten Basis c Statt finden kaiin. 

Zusatz s. 

$• i6. Wenn von einer Reihe, die lauter gleich 
bezeichnete Glieder 

F ; Q ; R ; S ; T | U ; u. s.w. hat, \ ihre aummato- 
rische Canvergenz erwiesen ist; so mufs auch jede 
solche Reihe summatorisch convergent seyn , welche 
lediglich durch Zeichenwechsel ihrer Glieder von jener 
unterschieden ist. Denn 

wenn die Summe P -[-Q-f-R-j-S-j-T -}- U .;♦ 
einer endlichen Gröfse ipG näher und näherkommend 
ist: so mufs diese Summe 
in einen Theil, P + Q + S + T + ..♦ 
und einen andern R -f- U -|- ... zerlegt, 
der eine Theil irgend einer endlichen Gröfse Ip H 
und der andere irgend einer endlichen Gröfse. ^ I 
näher und näher kommend, und IpH + I IZ +G aeyn. 

Wenn daher von den beiden Theilreihen, die 
eine lauter bejahte , die andere lauter verneinte Glie- 
der hat: so mufs die absolute Gröfse des G ein 
rr'H — I, also noch. kleine^ als die absolute Gröfse 
des :p G aeyn. 



XtU Votirin.iyä Untersck.zwiseh. Gliederconverg. 

jin Wendung. 

^ ' ^ 1 * 1, 2 ■ 1. fi. 3 

Hoff y)^ 

r ^ -^r. -{-••• nach Lehrs. s» §• is. einem endlichen 

Werthe sich nähern murst wenn log 7 kleiner als 1 
und bejaht ist": so mufs auch, wenn log y verneint, 
aber in absoluter Gröfse kleiner als 1 ist, die dafür 
sich ergebende Reihe . 

i~ X - io£ V + ^i2lxZl! - o^g y)" 4. (^^8 y)^ 

y / ~ Q fi. 3 T 2. 3. 4 

«. ^ ß y h • • • ebenfalls einem endlichen Werthe 

12. 3*4*5 
aicb nähernd bleiben. 

Ein anderes Beispiel sey die eben, so merkwür- 
dige Reibe 

lognat(x+y) = 1 — L.-}-5L-.L+L.+-ohiiEnds, 

welche aus z: 1 + -+ =^ + ..• ohn Ende 

3 

und =— 1. r^+ — + ^+... ohnEnde^ 

die algebraische Summe ist« Da. nun jede von diesen 

beiden bejahten Reihen unter dem Beding, dafs 7<Cx 

aey, sich einem endlichen Werthe nähert: so mufs 

um so mehr die Differenz dieser beiden endlichen 

Werthe eine endliche Gr5rse seyn. 

.1 • ' 

0. Iß. Ebenfalls neu wird die Bemerkung seyn, 

dafs es Reihen gibt, die anfangs sogar gliederdiirergent 
(auch wohl abwechselnd ^vergent und convergent) 
sind, ihren letzterq Theil aber dergestalt convergent' 
haben , dafs sie im Ganzen genommen summatorisch» 
convergent sind, ihre Summe nämlich einem endli- 
chen Werthe sich nähernd ist« Y.o^ die^^r Art ist 
die bekannte Reibe . . : %■ ^ 
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V — 1 , ^Qg y I (Logy)^ , (Logy)^ . Logy 

für einige Log jf daher man sie als unbrauchbar auch 
für ^ie Theorie zu halten pflegt« 

In der Logarithmetik (Differ* Cap« XI«) werde ich 
es darthün , dafs sie für jeden Log 7 summatorisch 
conVerg^nt, also für die Theorie schon hinreichend 
beweisend ist, dafs man für jeden Logy dem Werthe 
djßs y sich^zu nähern weifs. 

Eine practisch bequeme .Brauchbarkeit können 
freilich nur solche summatorische Reihen gewähren, 
die von Anfang an gliederconvergent und stark con- 
veirgirend sind. 



V o r e r i n n e r u n g V. 

Merkwürdige Reihen aus der Uten Form der, hi^ 

nomischen Reihe abgeleitet. 

§. 1, Die gewöhnliche Form äea bino- 
mischen Lehrsatzes .ist: 

(a + b)n — a» +. n.a'*-» b + "'"""^ ♦ a«-« b^ 

+ n.n— i*n — 2. „_* , « 1 
1. 2. 3 / 
^$. a. So lange man immerfort rergebne Versu- 
che gemacht hatte, einen völlig bündigen und deut- 
lichen elementarischen Beweis für diesen Satz zu fin- 
ben, durch welchen es befriedigend dargethan wäre» 
dafs nicht nur für jede ganze bejahte Zahl n, welches 
leicht zu erweisen ist, sondern auch für jedes gebro- 
chene, bejahte,' verneinte', rationale auch irrationale 
und unmöglithe n, die Reihe gültig bleibt; so lange 
war es allerdings gerathen, in der Differentialrech- 
nung für (x-J-dx)^ zuvörderst nur eine bejahte ganze 
Zahl n vorauszusetzen, und aus den dafür aufge- 
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* 

fundenen Differentialen er«t die etwa erwähnte AUge- 
meinheit des Lehrtatze» zu folgern« 

Da mir indessen der Vortrag der Differentialrech- 
piing dadurch unangenehm zerstückelt schien, und 
Ich aus diesem Grunde schon in meinen BeytrS gen 
9ur Mathematik. und Physik, Dessau 1785» St» 
III. einen bündigen und kurzen allgemeinen ^elemen- 
tarischen Beweis zu geben suchte , auch dieser von 
andern, für befriedigend anerkannt ist, und überdies 
nachher noch mehre dergleichen Beweise erschienen 
seyn sollen: so sehe ich mich berechtigt, jene Zer- 
stückelung des Vortrages' nicht nur, sondern auch die 
Erschwerung solcher Schlüsse, als wir a^B. im Cap. 
X. befolgen, zu vermeiden, und den obigen Lehrsatz 
in seiner ganzen Allgemeinheit sogleich zn benutzen ; 
obgleich ich übrigens es hinterher gelegentlich auch 
Beigen. werde, wie man mit der vorerwähnten Ein* 
schränkung desselben sich vorläufig begnügen, und 
vermittelst der dadurch erweisbaren Differentiale die 
Allgemeinheit des Binomialtheorems selbst erweisen 
kann« . 

§• 3. Ans den numerischen Coefficienteh der obi- 
gen Reihe, in welcher man a*^ als voran g ehrendes 
Glied betrachtet, und dann im allgemeinen rten, und 
(r-f-i)ten der nachfolgenden Gli'(äder die nume« 
Tischen Coefijcienten zz 

n.n-i« ..• .n-C^-i)* , n*n-i ♦••'♦ n-(r-l)•ri-r♦- 
— — — ^ — ^und — -~— ^ — ' hat, 

i.d * r« 1« 2 «..««r • r+i. 

erhellet, dafs lediglich für solches n, welches irgend 
einer unter den bejahten ganzen Zahlen r gleich ist, 
die Reihe abbrechend, für jedes andre n aber ohne 
Ende fortlaufend ist; obgleich aus eben der erwähn- 
ten Abbrechung für nmr erhellet, dafs auch (a-f-b)*'' 

als — / LKy ' ^^^^^ endlichen ganz bestimmten Bruch 
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• 1 
ausmachen muCB; sb.B^ (a-|-b)-«,al8 ^ z i.V\a ^"^^ 

§• 4* I"^ dieser Hinsiicht haben schon andere Ma- 
thematiker eine zweite Form der obigen Reihe anfge« 
stellti deren Herleitnng ich in Hinsicht des ißebrau« 
ches» welchen ich von ihr machen werde , rathsam 
finde, auf folgende Weise darzulegen. 

Sey n die Gegengröfse des n, also ti-^-nzio 
und n = ^-n, auch n = — nt es mag n sejn, welche 
bejahte oder verneinte Gröfse es wolle; so werden 
die numerischen Coefficienten der obigen Reihe, wenn 
man ihr n durch n ausdrückt, eine andere Form ge- 
winnen. Denn es ist dann: 
, n rz — tt 

^ n. n — 1. — — tt. — tt — 1. rr n.tt+^« 

n. VL—Xj, n— a* — «. n + *• — « — ß- =^ — «• H + 1- n-J-a. 

«♦s.w.; also nun Co« i.) 

(a + b)v = a«~tt.a«-*b + "' " "t ~* *""^b* -^ 

tt. tt + ^* n4-2* « o 1.^ . 

. 1. 2. 3 * 

und (a — b)n r;: a« + tt> a^"^ b + "'"+ ^ \ a^-ab^-f» 

tt>tt + x.tt + «.^,.-3b3V + 

ab 
Jetzt werde — b rr — ^;-r-- gesetzt, so ha/t 

a + b 



die, linke Seite der Gleichung — V^-11.^ 
— (a + b)^ rr.a«^(a + b)-», also auch in der rechten 



man 



Seite b — —j-. geseut: 
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b 

a«». (a + b)-» n a« r}- m a«. j-^b »Äi 

I »'« + ^- an ^' , +«>»+^-»+^^an.^'— ^H-,,. 
+ 1. 2 • • (a + br ^ 1. ö. 3 (a+b)^^'* 

Wird noti durch ä^^ dividirt» und statt^ jedes dann 
vorhandenen — n auch n geschrieben « so erhält man 

die andere Form der Binomialreihe, als: 

(a + b)« :=:a"+ n.an. ^ + HlJ±l.-an._^ 
mn-hi.lt+^.,,, bs ; 

§. 5* Da nun n die Gegengröfse des ganz allge- 
meinen n Ist, welches namentlich auch jede bejahte 
und verneinte öröfse seyn konnte: so muCs auch tl 
eben so allgemein, und namentlich auch jede ver- 
neinte und bejahte GröCse bedeutend seyn; kann da- 
her in dieser zweiten Form auch n statt tt geschrie- 
ben werden; wodurch wir uns nun neben der obi» 
gen Iten Form des binomischen Theoremes 

i) (a+b)«^ = a«*+".a«-'b + ih:^i:± ^^^^h^ ^.^; 

X " ""^^ n— (r— 1), ^^_^ ^^ 

^^ 1. 2 r^ 

II) auch (a+b>tt .— a« +n.an . — r-r A -. .a*» v unT ' '-' 

' '^ ' a-j-b ' 1.2 (a+b)* 

^ ti.n + i..>. ,n+(r--i). ^^^ b^ 



als eine Ute eben so allgemein richtige Form aufstel- 
len können ; und aus den numerischen Coefficienten 
des allgemeinen rten (jliedes ersehen» dafs mit die- 
sem Gliede die Ite Reihe beendigt wird, wenn nrr 
r ist, und dagegen die Ute Reihe beendigt wird, 
wenn n n: — r , - also n irgend eine verneinte ganze 
ZahlJst. 



I 
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$. 6. Da et in der Differentialrechnung (VI. $. 7.) 
dargelegt wird, ^^fs beide Reihen völlig einerlei ge» 
naue Differentjalquotienten geb^n, in der Integral- 
rechnung aber alles aus ' der Form der genauen Grös- 
sendifferentiale geschlossen wird, welche durch jene 
genauen Quotienten bestimmt ist: so können wir 
beim Integriren auch die zweite Form benutzen, oh- 
ne erst zu fragen , nach welcher Form man differen- 
ziirt habe, welches übrigens in der Regel allemal ver- 
mittelst der Iten Form geschehen wird. Btim Inte- 
griren aber dürfte man vermuthen, durch die Ilte^ 
Form einige genaue Integrale zu finden, nach wel- 
chen man bisher vergebens gesucht hatte» welches 
doch der näheren Untersuchung werth ist, 

Ueberdies aber ist es sogleich etwas werth, dafs 
uns die Wahl unter mancherlei convergenten Reihen, 
welche wir für ein gegebnes c^ vermittelst des Bino-. 
mialtheorems uns verschaffen köiihen» durch dessen 
Ute Reihe erweitert iH^ird* 

$«7« Indem wir ans der Iten Reihe auf die fol- 
gende: (a-f-h)'* — 



an 



I , b , n.n— 1 b' , n,n — 1. n— .2. b^ 



b3 l 
—3 •••>(A. 



a • 1. ü %' ' i, a. 3 

/geschlossen haben: so können wir aus Vergleichung 
' der beiden allgemeinen auf einander folgenden - Glie- 
der schliefsen, wie wir c=:a-|-b zu setzen, nimlich 
c in zwei solche Theile a und b zu zerlegen haben, 

-1— r h 

dafs — -— . — <; 1 , also die Reihe vom rten Gliede 

r-f-i a 

sin convergent werde, ^wobei ich hiermit ein für alle- 
mal erinnere, dafs die Zertheilung des c in a-j-b 
ai^ch verneinte Theile zulälst. ' 
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§. 8- Indem wir auch aus der Uten Reihe '($. 5«) 

auf(a+b)»»ir 



{ 



b , n.n+i. b' 

a» <i+n. — 1 + .' — TT 

a+b ' i.fi (a+b) 



3+ 



n.n+i.n+s. 



b» 



.jj[«- 



1. 3. 3 "(a+b)^ 
8ch1ief«en: so haben -wir diese ebenfalls 'in Hinsicht 
' der erwünschten Convergenz sehr lehrreiche Form 
sogleich unmittelbar vor Aifgen; da sie hingegen aus 
der ersten erst durch mancherlei Zeichenwecbselang 
hervorgehen würde. . ^ ' 

§. g* Soll nun dergleichen Reihe A) oder 0) zum 
ReihenausdrucKe eines gegebenen c benutzt werdeil, 
so mufs a4- b~c, also \n der ReihcJ entweder a:=c-b 
oder b=:c-a gesetzt werden. Im ersten Falle bleibt in 
der Reihe selbst noch die b« im zweiten die a unse- 
rer Wahl überlassen; und eine vpn beiden pflegt man 
gerne ~i anzunehmen d^rbequemen Rechnung wegen* 

Q, 10. Aus der Reihe A.) kennen wir' demnach 
auf' die folgende B») und aus der Reihe 91 auf die fol- 
gende 35) schliefsen» 
cn_a^ _ ib n>-t b^ n-i.n-2, b» I 

n . I c * a c* ■ a. 3 c^ . / 

§«11. Wenn wir in diesen beiden Reihen ent« . 
^^ weder a oder b der Bequemlichkeit wegen ~t ^etzen^ 
so- erhalten wir die vier Reihen C, D, und S, ^« 
c^-i f n-i , - .- n-i.n-2» , ., l .^ 

-^=1.JC-1+ -_.(C-1)»+—-^ .(0-1)3 + .. j (C, 

c»-(c-i)n v„ / 1 n-i 1 n-i.n-2* i V 

n ^ (c-i 2 (c-i)'' 2. 3 (c-i)^ i'v*^* 



C^-l _^ f C-1 

n l c 



-1 n+i (c-i)- n+i 
+ . — -~- + — 



c 

n+i 



.3 C3 I ^ 



cn-(c-i)n fi n+x 1 n+i.n+2. i \ ._ 

n ^ '^ (c, 2 c* 2. 5« c^ J 
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t % 

In Hiaficht der nns bevorstehenden Anwendun- 
gen auf n~o mvkü ich noch beibringen» dafs man 

c^ "~^ ^c— -1^^ 

für. den Quotienten aufser D und J) 

auch noch die beiden Reihen £ und S^. nämlich 
cn - (c-i> _ f t n-i 1 n-i.n-g; i 1 

n - \c 3 *€* + a. 3 ^"•"r ^ 

cn |c-i 2 (c-i)^ 2.3 (c-i)^ /^ 

erhält, werin man dessen (c— »i)° zuvörderst nach der 
Iten, und dann nach der Uten Öinomialreihe entwickelt^ 

$• 12. Da nun alte diese Reihen, aus dem allge« 
mein erwiesenen Binomii^altheorem gefolgert, für je- 
des n gültig sejn* müssen , so müssen sie es auch für 
nrro seyil? Allerdings! Aber auch schbn in der 
endlichen Analyse wird doch jeder das Bedürfnifs ha- 
ben^ diesen Uebergang aus einem n~ Etw.as zu ei- 
nem nrr Nichts sich dadurch zu rechtfertigen, daCs 
er sich n nach und nach kleiner und kleiner ange- 
nommen, und dadurch dem nrro nach und nach ge- 
nähert denkt. . 

$• i5* Um nun an solche Forderung für n erin. 
nert söi sejn, woNen wir nrrdx schi^eiben, mit der 
ausdrücklichen Erinnerung, dafs wir hier dem dx eine 
andere Bedeutung nicht aufbürden wollen, als dafs 
.'Vrir uns unter dem nrrdx ein n verlangen,' welches 
immerfort kleiner und kleiner angenommen gedacht' 
'y^erden soll, um es dadurch nach Möglichkeit rzo 
geworden zu erhalten, wobei übrigensT dieses dx eine 
für sich bestehende, unabhängige Gröfsesoll seyn kön- 
nen, wie es das n d^s binomischen Lehrsatzes, und 
nameritlich auch von dessen a und b und a 4- b ~ c 
ganz unabhängig ist; daher uns die Frage, ob etwa 
dx als Differential eines veränderlichen, x gedacht 
werden könne, hier noch nichts angehen soll und kann« 
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$• 'i4* G^setst nun mich» dafs man es mit eini- 
gen nnd den meiaten berühmten Lehrern nur wagen 
-will, dieses nnrdx nach einem solchen Gesetze ab- 
nehmen zu lassen^ nach welchem es zwar ohne Ende . 
immerfort kleiner nnd kleiner werdend ist» niemals 
aber völlig ZTo geworden seyn kafnn; z.B. wenn man 
nach nnd nach 

dx n f } IT f ; rr I ; rr ^ ; u. s« w. ohn Ende» 
oder ±: f ; rr J ; n ^'7 ; ZI gV; ^•»•w. ohn Ende, 
oder rr ^5* :=:t§5f = T555J = »slss » ♦•• ohn Ende, 

* besser rr —— ; rr — ^ ; ir — : ; ♦.• ohn 

Ende genommen fordert» wo OC eine Zahl je grös- 
ser je besser» und selbst ohn Ende wachsend bedeit- 
t^n soll: so wird doch auch von diesen Lehrern itiit 
Recht behauptet» dafs e irgend eine endliche Gröfse 
bedeutend , jede Gleichung e-f-dxiZ'e + JP als unricb-^ 
tig z^urückgewiesen werden kann» wenn f irgend 
eine angebliche Grölse aufser ji;~o bedeuten solU 

$« 15. Daher denn alle Lehrer darüber einig 
sind und seyn müssen» dafs Sn den obigen Reihen 
nzrdx gesetzt» dx — irr — ijdx— srr — 2; und 
eben so dx + ' = + »; dx + 2rr+2, u^s.w. angege- 
ben werden müsse; wodurch wir nun folgende sechs 
Reihen erhaltene 



*üx. 



-1 Ic— t (c— 1)* , Cö— 1)^ <c— 1)* 



dx 



f?- 



2 



+ 



"I* • • • 



. s Cc— 1 p* l—— — — 

«Ix '^ ^ \c-X 2(C-1)' 



3(C-1)3 4(0-1)4 



••• 



"dx 



r=i 



= «*■{;- + 



1 



+ 



3-c 






"7* • •• 



CC-l (C-l)^ , Cc-1)^ , (c-1)* , ' 

T — ;;:rr" -T -T"-;^' H — rrs — r-*- 



2C' 



zc 



4.C' 



3r- 



=Cc-)^{,-+^ + 3^+^ + 



• • • 



c« 



dx \-c-i fl(c-i;^ 3(c-i)^ 4(c-i)** 



-r« + 



+ .M 



aus (C» 

aiis(D. 
aus(E. 
ans (€• 



aaS 



(Ib. 



atis(€. 



\ 
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§. 16. Statt eine« jeden (c— 1)^* ode^ q^ in der 
recliten Seiten dieser Gleichungen kann .man ohne B«<' 
denken zz 1 setzen, weil für dx = o geworde» 
' c**irc®r±i upd eben so auch (c— i)^^n: (c— i)°r:i 
geworden seyn ^luft. Auch in der linken .Sehe mnis 
man allerdings der strengsten] Wahrheit gemäCs be- 

haupten, dais mit ax~o auch — r zr ~ 

* - dx o ' o 

3^ —geworden seyn müfs» nnd jede ton den beiden 

o ■ ■* 

dafüi^ gefundenen Reihen C) und €). geben d^an Werth 
dieses — für jedes c an* 

$• 1% Allerdings ist es eben so ausgemacht, dafs 

man auch im . ^ ^ jedes dx — o geworden 

fordern kann, fi^r völlige Strenge auch fordern mnfs. 



also dieser Quotient in völliger Stretige = -r 

— — zr — geworden ist, und jede dafiür gefundene 

Reihe den Werth dieses — angiebt, 

§. i8* Wenn man aber die fär dieses —gefun- 
denen Werthe mit denen des vorigen t- vergleichen 
will; so liegt vor Augen, dafs der Quotient 

T^ =-dlJ dT— »*'fo'8l^<* 

Z.B. zu dör Reihe D) noch die Reihe ^ 

den müfste , um den Werth des Quotienten ^ ■ * auf 
' diese Weise zu erhalten«. 



< p 



xxxif VcT&ritt.V. Reihen aus der Uten Unommühg^L ' 

$• 19, Dieses habe ich hier erffrtem wollen» weil 
es immer noch sehr achtnngswerthe Analysten giebt» 
welche an einigen Orten ihres Vortrages, mehr in der 
Grundlage *t a]s in der Anwendung ihres Vortrages» 
Bedenken tragen » von dergleichen dx su verlangen, 
dafs es wirklich bis auf no abnehmen soll; eben da* 
durch aber auf die kürzeste, netteste und strengste 
Aussprechung des Infinitesimaldalculs Verzicht leisten 
müssen ! . Wie mühselig würde man den V^ahrheiten« 
welche jene Reihen darstellen, nur immerfort sich 
nähernd deh ausdrücken müsseo, wenn man die wirk* 
liehe Vemullung, das wirklich rro geworden 
scheuet* Alle sonst noch dagegen vorhandenen Vot* 
ürtheile werden wir an ihren Orten ebenfalls widerlegen. 

JJ. 20. Die obigen Reihen mufsten mir ferner 
einer solchen Darstellung werth scheinen, weil alle 
diejenigen Lehrer, welche die Theorie der Logarith* 

men auf den Vt^erth des Quotienten — . begründen, 

bisher nur auf die erste Reihe bei C) (§. 15.) gekom«» 
men sind, und indem sie dieselbe nur für die c nicht 
gröfser als 2, convergeiit erkannten , für die übrigen c 
nur so yiel daraus su schliefsen wagten, dafs diese 
Reibe irgend einen von c abhängigen constan- 
ten Werth haben müsse, den sie dann erst vermit« 
telst anderer Reihen zu fassen wufsten. (M«s. Lacroix 
Traite ^lementaire de calcul difFerential §«£3 — S5.) 

Wir haben dagegen durch den Gebrauch der 
Uten Binomialreihe sogleich auch die Reihe 

'«> ^=~+ i c~y + i cw 

-j f w j -}-.,. gewonnen, welche offenbar für 

jedes bejahte c nicht nur von Anfang an gliedere 
eonvergent, sondern nach Vorerinn. IV* §. i5» auch 
summatorisch eonvergent ist* 
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* 
V o r e r i n n e r u n g- VL 

Geometrische und arithmetische Dirnensionen. 

• ■ ' ■' /■ ' 

0. 1* Die Gröise u-^-h im obigen Binomial«atze» 

welche zur nten Potenz soll erhoben werben ^ und 
etfen so auch jede andere ein- oder mehrgliedriga 
Gröfee» welche zu irgend einer ganzen oder gebroch« 
nen» bejahtep oder verneinten DignitSt «oll erhoben, 
werden', mag die Stammgröfse genannt werden« 
weil der Ausdruck Grundgröfse und Wurzelgrölse an- 
derweitig n5thig ist» . 

§. Q. Wenn die Stammgröfse als Gröfse von ci- 
liar Dimension, gegeben ist 9 oder als solche be» 
trachtet wird; so muh die nte Potenz derselben, n 
dergleichen Dimensionen enthalten , ' auch in jedem 
äirer einzelen Glieder, weil ja nur Gröfsen von 
gleich vielen Dimensionen einander addis 
tiv und subtractiv seyn können« 

Es ist sehr rathsam, auf solche durchaus ndth* 
wendige Dimensionen • Bjc&tigkeit schon in der Alge«' 
bra^bei Behandlung der geordneten Gleichungen auf* 
merksam zu machen, z. B. bei der kubischen Gleichutfig 

x3 + Ax^ + Bx + Crto 
SBuförderst darauf aufmerksam zu machen , dafs , x et- 
wa als Linie gegeben, oder gedacht , dann x^ ein Ku- 
bus sej, also auch Ax^, und £x und C einen körper- 
lichen Raum nothwendig angeben müsse, also eben 
^ nothwendig der CoefficientsA eine Linie, B eiuQ 
Fläche, und G irgend eine Baumgröfi^e von drei Di- 
mensionen ebenfalls seyn müsse, 

§. 3. Da in den geordneten Gleichungen der Al- 
gebra nur ganze, bejahte Dimensionen , vorkommen : 
80 ist es hier am leichtesten, die nöthige Dimensionen- 
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lichtiglceit sn begreifen, aach in den Coefficienten 
A. B. C ihren.- dimentorischen und numert- 
sehen Factor von einander unterscheiden, auch dea 
leta^rn durch dimensorische Einheiten* i oder U\\ 
oder !• 1« 1 eich ergänzen, und dadurch aus Zahlcn- 
grdften. in ^ioiensorische , und nmgekehit übergehen 
ifn lassen. Die gelheilten, gebrochnen Dimensionei»' 
gelien dann , um mich in der Kürze hier so ansma* 
drücken, einige Zeit hindurch gutwillig ikiit, bis npan 
durch deutlichen Einblick in die Rechnung mit ge- 
bfocbnen Fotenzexponenten , und in die logarithmi« 
ttbto Messung, auch diese Gutwilligkeit erklären pnd 
rechtfertigen lernt. 

§• 4- Weil die Dimensionenlehre, meiner Ueber- 
zengung nach, bei weiten das rathsamste Hülfsmittelr 
ausmacht, um sich eine völlig befriedigende Einsicht» 
in die Gewinnung und Benutzung der Differential« 
quotienten zu verschaiFen : so will ich noch folgendes^ 
darüber beibringen, welches mir vor etwa 40 Jahren 
bei Lesung des Organon und der Architectonik. 
von Lambert entstanden war, und die eben er* 
wähnte Einsicht etvra 10 Jahre später zu ^ gewähren 
anfing, als ich immerfort neue Anwendungen der. 
Infinitesimalrechnung auf mechanische und hydranli«; 
sehe Technik zu machen hatte* 

§• 5. Der Begriff von Dimension ist ursprünglich 
geometrisch* Im Rechtecke x« y ist längs der einen 
linearen Dimension x die andere j gleichförmig ver- 
breitet, die eine der andern, als ein Prädicat dem Sub« 
jecte zugeeignet, und ini Parällelepipido x.7, z ist die ' 
dritte Dimension z .über einer jeden der beiden vorigen, 
also auch über der Ebne xy gleichförmig ver- 
breitet; auch- hier der Ebene x^ die dritte Dimen- 
sion -z, und umgekehrt die Ebene xy der Linie z als ^ 
ein Prädicat dem Subjepte durchaus zugeeignet. 
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$» 6. Dafs jede zwei Dimensionen, als solche^ an 
Richtung nichts mit einander gemein haben, 
also einander normal*) seyn müssen« also 
das Verbreiten durch Bewegung conetmirt, einen 'Pa^^^ 
rallelismus des. Bewegten erfordert, und sich hier« 
durch die reine Verbreitung von der unreinen unter- 
scheiden liefse, will ich hier nur Kurz berühren, weil 
wir es hier nur mit der reinen zii thün haben wol- 
len, auch für jetzt nur mit der gleichmäfsigen, das 
heifst: während der Verbreitung soll das Verbreitete 
Ton gleichbleibender Gröfse gedacht werdenii ^ß msg 
übrigens dasselbe, Lini( oder Ebnet so veränderlich 
seyn , als es will» 

Auch werden wir in dieser Hinsicht wohl thun, 
Ulis die Verbreitung momentan, im Zeitpuncte vollen* 
det zu denken, und von der geometrischen .Constru- 
ction, welche Bewegung, i^lso Zeitdauer erfordert, zu 
abstrabiren« 

$. 7. Die geometrische Dimensionen - Vorstellung 
is^ allerdings gar sehr geeignet,, in diese Lehre an- 
schaulich einzuleiten, übrigens aber reicht sie nur fü^ 
drei Dimensionen aus, weil mit der dritten Dimension 
die Zueignung des Raumes vollendet ist» , 

Indessen wird man selbst auch da, wo Qcometrie 
auf andere Mathematik angewandt wird, gar häufig 
das Bedürfnifs finden, Gröfsen von mehr als drei Di- 
mensionen sich vorzustellen. 

Die Zeit ist eine stetige Oröfse, wie eine Linie; 
die Geschwindigkeit ist ebenfalls eine Gröfse« welche 
stetig zunehmend seyn kann. Geschwindigkeit ist 



■»■ 



^') Norm all dem altgeometrischexi Instrumente Norma ge- 
mäfs zu sagen, ist schicklicher als 8*6 n kr echt. Ist es 
schicklich» von zwei einander rechtwinkligen horizon- 
tklen Linien tu' sagen» dafs sie einander senkrecht seyen ? 
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Crorse der JBew^gtheit, nnd {Bewegtheit ist der im 
Zeit-puncte schon völlig gegenwärtige Zu* 
stand ein^f Körpers« durch dessen Fortdauer (Fort*, 
aetznng in der Zeit) eine Kaumlänge beschrieben wird» 
Dergleichen von einem körperlichen Pnncte durchlau* 
fene Raumlänge » ii»t also ein Froduct aus Geschwin* 
digkeit und Zeit. Bei gleichbleibender Geschwindig- 
keit c hat sich dieselbe der Zeitdauer t - gleichförmig 
sugeeigner, und mufs daher >als Rechtecke. t construirt» 
sogleich als eine Gröfse von zwei Dimensioneil 
sich darstpllen» 

Der bewegte Körper sey nicht gerade ein Panct, 
sondern eine Masse von angeblicher Gröfse» so 
ist ihr Volumen» ihre geometrische Gröfse, allein 
schon eiiVer solchen Gröfse von drei Dimensionen 
A/B, C gleich, mufs uns also der durchlaufene Raum: 
schon als eine Gröfse von 5 Dimensionen A, B. C. c* t 
sich behaupten. 

Gesetzt diese bewegte Masse werde« wie es iil 
unserer ganzen Mechanik gewöhnliob ist, durch ihr 
Gewicht angegeben, und das Gewicht der cu bi- 
schen Einhei t sey =r 4^t 80 ist das Pjodnet 
aus dem Gewichte der bewegten Masse und der Ge- 
schwindigkeit, welches man mechanisches Moh^ent 
nennt, nach obiger Darstellung ein c. A. B« C. 4)^; 
vnd die sogenannte .Bewegun gs gröfse während 
der Zeit*t, sogar ein ct. A«B«C. 4)fc eine Gröfse 
von 6 Dimensionen , .( weil man ja jede q von diesen 
Factoren als ein Rechteck construiren könnte» dessen 
beide Dimensionen sich über einander gleichförmig 
verbreiten) falls man die 4fb. als eine Dimension be- 
handeln will. Man ist aber eben so gut auch berech- 
tigt, diesem Froducte schon 7 Dimensionen zuzu- 
schreiben » weil man jede benannte Zahl als eine 
Gröfse von zwei Dimensionen construirt denken kann. 
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z.B. die 4tb als ein Rechteck, für dessen eine Dirnen« 
sion die Zahl 4, und für dessen andre Dimension die 
Gröfse 113 angelegt sey. 

$. ß. Allerdings hahe ich hier schon die diskrete 
Gröfse, 4tbt mit hineingebracht; aber auch wenn 
mehre diskrete Gröfsen in einander multiplicirt wer« 
den, kann man sagen, dafs sich der eine Factor über 
d^n andern gleichförmig verbreitet ^ der eine Factor 
seiner Gröfse, sich jeder £inheit des andern zueig- 
net« Wo diese Zueignung nicht statt findet, eine 
contradictio in adjecto ausmachen würde, da mufs 
man nicht multipliciren wollen* 

§• 9. Da alle Zählfactoren schlechthin, alle soge- 
nannte unbenannte Zahlen, als Factoren einander zu- 
geeignet werden können ; z. B. in 2. 5, die 3 jeder 
Einheit der 2, wodurch man cmal.'^rzG erhält; oder 
auch die 2, jeder Einlieft der 5, wodurch man 3mat 
2 r=6 erhält: so' hat man in Hinsicht der möglichen 
oder unmöglichen, schicklicher! oder unschicklicheir 
Zueignung nur auf die Real factoren zu achten; ob 
ihre gegenseitige Zueignung schicklich und für das 
dahin gehörige wiäsenschaftliche System gemein brauch* 
bar sey, und deshalb als eine besondere Einheit von 
zwei, dreiy oder mehren Dimensionen besonders foe-* 
kannt sey« Z.B. 5 Zoll mal 4 Zoll sind n: 5 mal 4 mal 
iZoU; da nun 1 linearer Zoll einem andern linearen 
Zoll zugeeignet, gleichmäfsig über demselben verbrei- 
tet, allerdings einen QnadratzoU ausmacht : so ist die* 
ses Product ~ 12 Quadratzoll* 

Ferner 3 Fufs Entfernung vom Hypomochlio, und 
41b Druck, gibt zum Troducte 3 Fufs Entfernung mal 
4}bbruckrz:i2Fuf8-Ffund statisches Moment. 
Da es nämlich für die Praxis nicht schicklich wäre, 
die Messungen solcher Momente auf ein für allemal 
bestimmte ^ Längen • und^ Gewichtseinheiten emzu- 
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schränken : so würde der Ausdruck 13 mechani- 
aohes Mom^ent noch, gar zu wenig bestimmend 
seyn, indefs er dagegen durch Hinzofügung dieser bei- 
den sächlichen Einheiten durchgreifend bestimmt wird« 

§•10* Keineswegs sollen dergleichen Namenpro« 
dacte« QuadratzoU und KubikzoU etwa ansgenommen» 
schon. den Anfängern in der Arithmetik erlaubt Wer» 
den. Den Schülern der Regel de tri habe . ich selbst» 
in meinem gemeinverständlichen Rechenbuche es einge- 
schärft» dafs zwei benannte Zahlen als solche nicht in 
einander multipUcirt werden sollen, dafs auch von 
Niemand es jemals verlangt werde; z. B« 5 1b Waare 
mit 4 4r^ zu multiplicireu« sondern das Facit sey 

ZZ ^ — * S^ — S****^ 4*^« indem durch die unbe« 

nannte Zahl 3 angegeben wird» dafs 3 Vb gerade' 3 mal 
mehr als 1 fb ist. 

§• II. Hier aber» wo es darauf ankommt» die 
schwierigen Operationen des Differential- und Inte- 
gralcalculs nicht durch gar zu viele Verhältnifs* Zerle- 
gung gar 'zu abstract und mühselig» sondern durch 
kurze Ausdrücke anstellig i^nd anschaulich zu machein» 
erinnere ich auch für das eben hergesetzte Beispiel 
aus der Regel de tri, dafs durch den Divisor tb dem 
Dividenden die Dimension entnommen wird , und so 
durch jede angezeigte Division verlangt wird» dem 
Dividenden die Dimensionen des Divisors zu entneh' 
men; auch dieses allemal müsse geschehen können» 
und geschehen seyn , wo man den Quotienten anzu- 
geben weifs» und angegeben hat. Dieser Ausspruch 
ist nun völlig allgemein und durchgreifend, wenn ich 
nur i^Qch hinzufüge» dafs wir oben zwar von dem 
Begriffe geometrischer Dimensionen ausgegangen sind» 
diesen aber mit Lambert dergestalt abstrahirt ausge- 
drückt habcQ » dafs auch jede^ unbenannte Zahl als einp 
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Gröfse von beliebig vielen Dimensionen deshalh'bai 
trachtet werden kann, weil man sie als eiii P'todtrct 
von beliebi]g vielen Factoren« betracbten kann , indem 
von diesen Factoren weder die Einheiten t -noiStk diö 
Brücb« auBgeschlosiBen sind« 

Hat man — rr 4» so ist ea das schicUichste, 

S." •.■• ■ .•-•;' !.•/. • ^ ■; .-.i-^'jg 

den Dividend als Froduct 4» 3, ^u betrachten; dem 
di^rch den Divisor =3 dii^se Dimension soll entnom- 
men werden. 

Hat man — =r 4 — i so ist der Dividend isiU 

7. — Btt betrachten, dem durqh den Divisor' 7 diesQ 

■I 7 ^.- . ^ ■,■■■'■'. -•'^•" ••*■.'•' 

Dimension entnommen wird, und s^ine« übrige ^w^^ 

^o ö •• 

Dimension — als den Qaotienten, auch ir 4 — an^^bti 

7 ■ .... ' : V 1 

§. 12. Allerdings wird man 'sich nun bei der Atis^ 
Übung oft veranlafst finden, statt der Dinietisioneil 
sich nur Factoren zu denken; besonders weiin' maä 
neben den Zahlfactoren auf. Realfactoren aü debken 
gewohnt ist, wie es durch die VorsteHung 3.4^^ achcOi 
gerechtfertigt wird. : ■' i 

Aber die Erinnerung an das Einerfei der Dimeti« 
eionen undFactor^p hat hier vielfachen Nutzen, wö^ 

von- ich tmr "den einen, meines" Erachtens sehr wibb' 

•• 'f 

tigen und eigenthümlichen, anders unersetzlicheioi, fol- 
genden, i^och beibringen will« 

$• 13» Durch die Geometrie der Alten wird man 
belehrt, dafs Linien den Flächen» und Flächen den 
Körpern, weder additiv noch subtractiv sind, die Li* 
nie als Flache -betrachtet, eine o, die Fläche als Kör- 
per betrachtet eine o ist , ' auch wenn die Linie als 
solche, die Fläche als solche, eine noch so beträcht- 
liche Gröfse ausmacht. Haben wir uns daran ge- 
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wöhm« jedes Fro'dact 3« x und 4* 7 als eine GrÖbe 
▼on zwei Dimensionen , zi einer Fläche zu betrach« 
ten: 80 sind wir überzeugt, dafs wo xzzo geworden 
ist» die Gröfse 3.x=r5*o als )?roduct, =0 gewor- 
den seyn mufs, und daher zu 4.7 addirt verlangt, ei* 
nen von 4. 7 -{- o nicht verschiedenen Flächenraum 

jgeben mufs; bei dem allen aber der Quotient^- r= 3 

geben mufs» Ebenfalls nur vermittelst der Hinsicht 
auf Dimensionen -Darstellung wird man auf den Be- 
griff des Differentialquotienten als Endgränze anschau- 
lich hingeführt. 

'^. i4« In unserer. neuen mehr arithmetischen Be* 
handlung der Geometrie, und durch die uns nothwen- 
dfg gewordene genauere Beachtung -des Unendlich 
grofswerdens , sind wir genöthigt zuzugestehen , dafs 
einige unendlich grofse Linien und einige unendlich 
)deine Linien einem Froducte 00*P ohne Ende sich 
nähernd sind, welches einem endlichen Flächenraume 
gleich geachtet werden rouDi. 

Ich dc^nke in der Folge den einzigen Grund die* 
•er Notliwendigkeit dergestalt darzulegen, dafs eben 
dadurch dieser Fall als eine solche Ausnahme von der 
Regel dargelegt wird , dafs sie die Analysten zu ge- 
wissen, dadurch veranlafsten anderweitigen Fehlschlüs- 
een schlechterdings nicht halte verleiten sollen und 
können« 
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Vorerinnerung VIL 

Unterscheidung zwischen dem werdenden und dem 
vpll^ewordenen Unendlichen^ Verschiedene Grade 
des Unendlichen. Gleichzeitige Gleichheit der uu" 
' " endlich werdenden Gröfsen, 

0. 1. Wenn in dem divisorischen Ausdrucke 

— ~ q der Divisor OC eine immerfort wachsende 

Oröfse bedeatet: so murs als Quotient q, eine immer- 
fort abnehmendet immerfort kleiner werdende Oröfse 

ihm zugehören ; und diesesj^q = — ^ mufs ohne Ende 

kleiner werdend- seyn nnd bleiben , wenn ÖC' ohne 
Ende gröfser werdend ist und bleibt. 

$. 2» Dergleichen immerfort kleiner und niemals 
gleich Npll werdende Gröfse/wäre die immerfort übrig 
bleibende Luftmenge im Kecipienten der Luftpumpe 
wenn die Bedingungen fortdauern» unter welchen von 
der anfänglichen Menge A» nach n maliger Ausleerung 

des Stiefels !nb, noch die Luftmenge A* ( »,k / 

übrig bleibt, dessen a den Raum des Recipienten be- 
deutet. 

'Sey s«B. bzig-at so hat man nach n maligem 

Pumpen die übrige Luftmenge ~ A. f — J , welches 

A V • ' 

für nziOCf als =z -"— ??# awar immerfort kleiner wer- 

dend , aber niemals völlig ZZ o erreichend ist. 

' 1 i I 

Auch die Reihe der Brüche -« -, - u. s. w.» de- 

2 4 8 
ren Nenner dem Gesetze der Verdoppelung unterwor- 



N. 
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fen sindf mufs ohne Ende immerfort kleiner und klei* 
ner werdend fortgehen • ohne* jemals aaf ein Glied 
ZZ o gekommen zu eeyn. 

Eben 'dieses gilt auch von der Reihe ^» f,|t u. 8. -w«, 
wo die Nenner einem noch einfacheren Gesetze des 
Wachsens» demjenigen der natürlichen Zahlemreih« 
unterworfen sind. 

§. 3. Es ^st auch überhaupt sehr einleuchtend, 

■ t 

dafs q n — in unserer Vorstellung immer nur ofan 

Ende kleiner werdend, niemals völlig =0 werdend 
sich ergeben kann, so lange wir uns das immerfort 
^^Öfser werdende OC durch Zahlen vorgestellt for- 
dem* 

^, 4. Dagegen aber ist es ebenfalls völlig ausge» 
macht, dafs es namentlich auch unter denen Grptsen^ 
welche wir in reiner und angewandter Mathematik 
dier Rechnung zu unterwerfen sucheh müssen» sehr 
viele gibt, welche nicht nur anfangs immerfort klei«^ 
ner w^erdend, sondern auch am Ende no werdend v 
Und geworden sind. 

.Dergleichen ist in der Geometrie der Winkel zwi* 
sehen zwei geraden Linien,' welche einander gleich? 
liegend werdend , und gleichliegend geworden seya 
sollen; in der Trigonometrie, der cos ^, wenn ^"90® 
werdend und geworden sejn soll; in der Fhorohömie, 
jede mit endlicher Geschwindigkeit während' t durch- 
laufene Raumlänge, wenn wir uns die Zeit t bis zu 
einem Zeit puncto verkleinert denken; in der Me- 
chanik die Fallhöhe eines schweren Körpers« wenn 
wir uns die Zeit des Fallens. bis zu ihrem Anfangs- 
puncte ~o verkleinert denken; u« dergl. mehr. 

§•5« Da wir nun in aller Schärfe richtig nur 
ZZ c haben » wenn uns c eine Gröfse bedeutet. 



\ \ 
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die sich der Null immerfort nähert, indem OC eine 
immerfort noch wachsende Gröfse bedeutet: so mufs 

dagegen — ~ oo ein Vollgi^ofses , eine Gx'dUe bedeu- ' 
• o 

ten, die allen ihr möglichenVfhchßthn'ai vol- 
lendet hat* 

Dergleichen ist tg 9 rr ^, i , wenn y "90° 

geworden ist« also dieaer Linie Endpnnct seine Ent- 
fernung ins Unendliche vollendet hat; denn als einer 
tKjgonometrischen Tangente kann ihr ein Wacbsthum 
an ihrem Anfänge, wo sie den Kreis berührt, gar 
nicht zukommen. 

Dagegen gehört es zum Begriffe zweier geraden 
Parallellinien , sich zwei gerade Linie in einer Ebne 
zu fordern, von welchen jede nach ihren beiderlei 
Richtungen allen ihr möglichen, Wachsthum vollendet 
haben köiinte, ohne die andern getroffen zu haben. . . 

$»6« Indem nun unser, dem — entsprechendes 

00 f nie wie OC ein obn-Ende Gröfserwerdendes^ son* 
dern ein Unendlichgrofs gewordenes bedeutet: so 
mag es etwa kürzer ein Vollgrofs genannt werden; 
könnte überdies auch ein Uebergrofs hes^fsen , so wie 
die Null der gemeinen Arithmetik ein U e b e r k 1 e i n ist. 

Denp in der gemeinen Arithmetik sind alle Grö* 
fsen, welche ihr unterworfen werden, vermittelst der 
Mafsleiter 

o; 1^ 2, 3. 4 . • • . 
(und vermittelst der dazv^ischenfallenden Brüche) zu 
messen. Nur der algebraischen Arithmetik gehört die 
Mafsleiter 

.,. —4;— 3. — fl, —1,0, +1, +2, +3» +4 ••• 
dergestalt zu, dafs man in ihr auch Zahlen, kleiner 
als Null, verneinte Zahlen hat, (^Tan findet die- 
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ses ansführiicher gerechtfertigt und als nolhwendig 
für unsere Algebra bewiesen» in meinem Ersten Un< 
terricl^t id der algebraischen Auflösung 
arithmischer und geometrischer Aufgaben. 
Ute Auflage. Freiberg 1806.) 

In der gemeinen Arithmetik kann» für d!q Null 
sowohl»' wie für irgend ein anderes Zahlziehen, die 
Frage nicht entstehen, ob es etwas Bejahtes oder Ver- 
neintes bedeuten' solle. Auch in der algebraischen 
Mafsleiter mufs die Null an sick weder bejaht noch 
verneint seyn; keinesweges nach Belieben für bejaht 
oder verneint geachtet werden. ^ 

Weil es aber sehr einleuchtend sowobl ein — OC 
als ein +OC» «owohl ein — OO als ein -f^oo* auch 
z. B. in der Trigonometrie » tang 96° rr + OO und 
tang,3. go® ~ — OO giht: so mufs man auch ein 

-i ~ + o und — rr — — o zugestehen, und 

+ 00 — 00 ° 

nachzuweisen wissen; welches nun allemal darin zu 
suchen idt, dafs die + o eine niedrigste Gränze bejah- 
ter Gröfs^en, und. die — o die eine (algebraisch hoch, 
ste) Gränze verneinter Gröfsen ausmacht* 

5« ?• Wenn wir daher von einem o werdenden 
und gewordenen Grofse es wissen» dafs sie bei die- 
sem ~ o werden » eine bejahte GröTse war : so ha- 
ben wir durch ihr Verschwinden Nein -r — ~ -+- OO* 

-j-o * ^ 

Dagegen wissen wir durch ihr Verschwinden ein 

1 - ^ * ■ " 

— ~ —00 erhalten zu haben» wenn sie während 

— o 

dieses Verschwindens , während dieses zu o Werdens» 
eine verneinte Gröfse war* 

. ' - % ■ ' 
Z. B, wenn in dem Bruch« -^ nur c verän- 

derlich, und dem rrf sich nähernd gedacht wird» 
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auch' 



bedeutet» was^aus. 



f-s 



gewordeh seyn 



1 n — ~ OO »chlcchthin ge- 
— -^ o 



t_ g . 

.niuf5t wenn g=( geworden ist: so kann man dar- 
aus ^ däfs hier f — gn o geword^, ist, weiter fiichta 

;g = f - 
scVi^rsen» als dafs 

worden ist, ohne über das algebraisch Bejaht -oder 
Verneintseyn dieser o und dieses 00 irgend' etwas 
mehres bestimmt zu wissen» als dafs dieses schlecht* 
hin sich ergebende oo in einem richtig angelegten al- 
gebraischen Calcul als das Bejahte zu behandeln sey» 
wie ich ebenfaUs am angeführten Orte als noth wen- 
dig erwiesen habe). 

Für jedes — i m — — rr — 00> ist dann 

nur gewifs, dafs es die Gegengröfe des vorigen 
schlechthin sich ergebenen OO seyn müsse. 

$. 8* Wenn wir aber mit dem algebraischen Cal- 
cul in Richtigkeit bleiben» und- alle seine Aussprüche 
mit Sicherheit treffend auslegen wollen: so müssen 
wir auch wissen» • welches f — g ~ o als eine -j- o, 
welches als eine — o sich ergebe; und hier müssen 
wir nun allemal entweder 

1 1 



— ~ -7— ~ +O0 oder 






f— g +o ' ^^ ^ '" £— g -o 

haben; das erste in dem Falle.» wenn g während sei- 
nes =:f werdens kleiner als f war» also f— g be- 
jahte Gröfsen waren; das zweite in dem Falle» wenn 
g während seines = f werdens.» gröfser als f war» 
also f'— g verneinte Gröfsen waren. 

(Wie nöthig diese Unterscheidung und Erklärung 
der +o längst schon gewesen wäre» kann die berüch- 
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tigte Aufgabe in Eulers höherer Mechanik beseu^en» 
für welche die berühmtesten Mathematiker fast ein 
Jahrhundert ' hindurch eine schickliche Auflösung sn 
finden immerfort vergebens versucht hatten; die sich 
mir vermittelst des gehörig betrachteten + o auf den 
ersten Angriff einleuchtend ergab* (Hesperus ig.) 

Ferner virird man in einem letzteren Capitel der 
Differentialrechnung auch sugestehen müssen , > dafs 
ich mich 9 ohne die deutliche Unterscheidung' zwi- 
schen der -f~ o und — o mit und neben dem +O0 sttf 
die dortigen neuen Untersuchungen gar nicht hätte 
einlassen können! 

§• 9. Soll eine Gröfse nur heifsen, was vermehrt 
üVid vermindert werden kann'^), so ist das 00 nur 
Gröfsengränze, weil das QQ schlechthin, das OQ der 
gemeinen Arithmetik, und auch das -f* OO der alge« 
btäischen» nur vermindert» nicht auch vergröfsert 
werden kann,» das algebraische — qq nur algebraisch 
vergröfsert» nicht auch verkleinert werden kann« 

Die absolute Null in der gemeinen Arithmetil^ 
hann nur vermehrt» nicht vermindert werden» weil 
es in der Mafsleiter der gemeinen Arithmetik etwas 
kleineres als o nicht geben kann. 

Die absolute Null der Algebra aber» ist eine 
Gröfse» weil sie vermittelst der bejahtqn Gröfsen 



^»k 



*') Ich muft» wohl dieser Definition » als mir bekannt » hiet 
ausdtücklich etwähnen» weil es auch unter den Mathe- 
matikern solche Syttematiker gibt» -welche jede Erwei- 
terung oder Berichtigung der Wissenschaft» Falls sie 
einet . bisher angenommenen Definition nicht gemäfs 
Scheint» eben deshalb zu verwerfen geneigt sind» ob» 
gleich meines Erachtens lieber der erweiterten y^iitett^ 
schaftiichen Ansicht gemäfs die Definition zu erweileTA* 
als der alten Definition zu Gefallen» die Wissenschaft ■ 
ttnerweitert beisubshalten ist, - " 
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vermebxt wenden kann» veimitteht der verneinten 
aber ebep so gut kann vermindert werden; indeb da« 
gegen die -f- o "^^ ^^^^ niedrigste Gränze der bejahten 
Gröfsen und die — o nur eine höchste Gränze der vor* 
neinten Gröfsen ausmacht* 

$. lo« So sorgfältig ich nun auch hie und da 
zvirischen dem ÖC und dem QO al^ einer pt)ch im- 
merfort gröfser werdenden Gröfse» und dem wirklich 
gewordenen Vpllgrofs» eben so auch zwischen dem 

-~ = C und --^ zr o» als einer noch' immerfort Uei- 

oc oo 

ner werdenden Gröfse und dem wirklich gewordenen 
Niphts unterscheiden werde: so werde ich doch 
meistens der gewöhnlichen Zeichen der Mathematiker 

des — ^ utfd des 00 t und ihrer gewöhnlichen Aus« 
OO I 

drücke» unendlich klein und unendlich grofs» um so 
mehr mich bedienen können» je mehr es sich ergeben 

wird» dafs wir fast allemal unter -::^ eine Gröfse zu 



Verstehen haben, die gleich Anfangs schon sehr klein 
angenommen y dann zuvörderst (und wie wir in der 
Folge hinzufügen werden, stetig) kleiner werdend 
gedacht werden soll» bis sie wirklich rro ge- 
worden ist» und somit auch das OC allen ihm mög* 
liehen Wachsthum vollendet haben» also y^irklich 
^OO geworden seyn mufs. 



trerschiedene Grade des XJnendlichgrofs und Uri'- 

endlichklein. 

%. 11. Man mag sich unter 00 ein schon vorhan- 
denes Vollgrofs» oder das noch unendlich gröfser wer- 
dende OC denken, in beiden Fhllen mufs OO^ ^ OO« OO* 
auch O0^mO0*OO*O0 u. s.w« bedeuten; mufs also 
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OO^ unendliche mal gröfser als oo % nnd OO^ = 00« OO^ 
wiedernmnncndlich mal gröfser als QQ^ aeyn« . 

Da dann 00*"* ::ii — r '^ — — bedeutet : ad 

^ OO* OOOO 

mufs OO*"* unendlich mal kleiner, als das selbst schon 

UnendlicbMeine -— seyn, u. 8.w* 
.00 

Daher man OO^ ein UnendlichgroTses Tom 
Uten 6r{de, und 00""^ ein Unendlich k 1 e i n e s vom 
nten Grade nennt, und dann aUch leicht durchsieht» 
dafd es auch gebrochene Grade dieser Unendlichen gib» 
ben mufs , auch n selbst wiederum unendlich grofs 
mufs werden können. 

Unterscheiden yfit zwischen OC und oOt 80 wie* 

i * 1 
sen wir, dafs auf das völligste — . — IT o. o und 

OO OO 

überhaupt ( j ZZ o™ geworden seyn, dagegen 

— ^^^ = C^ dem o^ nur immerfort sich nähernd 
bleiben mufs. 



Gleichzeitige Gleichlieit aller neben einander ge^ 

brauchten oc« 

j^« 12« Einleuchtend ist 
i;A~A:AA~AA:AAA U.S.W. 

A mag seyn welche beständige Gröfse es will. 

Da ebenfalls i ; x n x rx x rr xx : xxx u.s.w« 
behauptet wird , wenn x eine- veränderliche Gröfse 
bedeutet: so mufs damit, (wie es ja auch z« B« bei 
der Gleichung ax =z xx der Fall ist) nur behauptet 
werden, dafs diese Proportionen für jeden einze« 
len Werth des veränderlichen x richtig sind, still- 
schweigend vorausgesetzt, dafs, sobald eins ' 
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dieser x = c 86 eben gedacht wird, jedes andere 
durch diese Proportionen mit ihm in Ver- 
bindung gebrachte x ebenfalls «ro «^^it ITC 
gedacht werden muTtf Und Wenn 

man eben so i:0C = 0C:OCOC:OC0COC u.8»w* 
behauptet, wo OC eine noch immerfort wachsende 
Gröfse bedeutet: so mufs nothwendig mit behauptet 
werden , dafs man sich alle in dieser Verbindung vor- 
kommenden OC jedesmal in einerlei Stufe des 
Wa.chsthums begriffen fordern und vorstellen müs* 
se; welches wir in der Kurse die gleiehseitige 
Gleichheit dieser OC nennen wollen. 

Eben daraus folgt, dafs, wenn man irgend eines von 
diesen oC sich rr OO^ geworden denken oder fordern 
will , eben dieses auch für jedes der übrigen OC ge^ 
schehen müsse, und demnach aus den gleicbaeitlg 
gleichen oC in der obigen Progression auch allemal 

1 :O0 =00 tO0O0 = 0000 :i00 0000 U-8.W. fol- 
gen mufs. 

4. 13, Eben so mufs auch in 1 : — rr— * ; ^^ ■. ■ 

' OC 00 OCOC 

U.S.W* schlechterdings die gleichzeitige Gleichheit al« 

1 
1er — nothwendig vorausgesetzt werden; daher sie 

dann auch nur gleichzeitig, zu den 00 in der Progression 

1 : -—- ~ :zir * ..^ «• «• w. geworden seyn können 

00 00 0000 

und müssen. 
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Voreritt. VIII. Das relative Verschwinden. 



Vorerinherüng VIIL. 

Das relative Verschwinden, und statt dessen das 

absolute Verschwinden als einzig nöthiger Grundsati^ 

zur Rechtfertigung der Differential-Methode. 

§. 1. P und Q mögen einzeln oder beide« con- 
8Unte oder veränderliche Gröfsen sejn : ao 

mnb P.OC^sQOC"*!::!:^:^. 



in — n. 



o 

aldoauchP.OC":POC'^+QoC**r:i:i+ ^ ♦ 

afern^ 

. ) 

ScT nun m^n, so ist ■ ■ ein Unendlich* , 

kleinem ; und wenn e» dann gewifs ist» dafs eben des« 

halb auch ,^ ^* — -allemal ein Unendlich kleines blei- 

ben muFs (wie es z, B. keinem Zweifel unterworfen 
seyn kann, wenn P und Q eine endliche GröFse» auch 
nicht P r= o aeyn soll) : so ist es aus dem letzten Aus« 
drucke des Verhältnisses sehr einleuchtend , dab sich 
dasselbe ohn Ende dem Verhältnisse der Gleichheit,' 

wie ;^ ■ * — ■ der o nähert; und 

P-OC 

demnach P.oC"^:P«OC™ + Q. OC"t eben so dem 
Verhältnisse der Gleichheit sich nähern mufs* 

§. 2. So mufs 

z.B* POC^ : POC^ + QOC^ = 1 : 1 + ^T-2— eeyn, 

ir . OC 

und eben so Poc"* :P0C^ +Q0C'm :i 4-p^ 
eben »0 Poe sPoC -}-<? — ^•''+p%c 



, I 



t^oretin. Vlll. Das relative yefschtbinäen, Li 
auch eben «o P : P + ^ = i : i + ~^ 



dem ja in allen dieaen Beispielen » OC*"""" einerlei, 
— ÖC * i»t. 

Da null ^S:^. ! imnierfoirt dem ±r ö sich nähernd 

i&ti und man daher ^üch allemal noch etwas zu 
grofsea dafür angeben würde, weilii man eine noch 
60 kleine Gröfse, die aber noch >nicht vSllig ifo wä^ 
re» dafür angeben wollte: sd muis 6b en 6ö auch 

— -^ - neben —^ , auch -^ neben P i auch O ne- 

ben P* CJC . auch Q OG ' ^heben P ÖÖ* • auch Q OC * 
neben PcÄ^» u.e.W. in Hinsicht an^ die GröTse 
dieser Verhältnisse, venchwindend aeyiv. 

$4 j. Auf dieses vethältnifsmäfaige Ver- 
schwinden pflegt man den Hauptsatz der t>ii£eren- 
tialrecbrtung zu gründen, dafs nämlich, X eine Fun« 
ction des % bedeutend, und ih* Differential 

dX — pdx^- Qdxdx+ Rdx*tdx 4=-... 

als ein -^ t>. — 4- O ^- ^ - 4-B.. ^'» V»'^i + . , gf*«n- 
auch .ein rn p# rr 4- Q. zih^r + ^ 



auch einrrp-r-r +0 + ö- 

das ist* dXnpdx -}- ' + ^ «oyfi müsse?* 



*) In itx DifferentialrecIlnuiKg tU^ ^^Bt^f wird tfs Erörtert 
werden^ dafs da» hiöbei gebräuchliche x • DijOPorencial^ 

dx, ein == — • = .-r-z ist^ aflso tigeirtlick daie == -r^ eu 
CX CC OQ 



X 

schreiben wäre j ja nicht etwa = rir* = ! 

OC 



D2 



LH yorerin* VUh Das, relative Verschwinden. 

§« ?• Gegen diese Begründung des unentbehrli- 
chen Salzes, dafs dXnpdx + o für den Erfolg voll- 
Itommen richtig sey, znufs ich folgende Bedenklich- 
leiten aufstellen* 

i) Wenn der Beweis für das verhältnifsmafsige 
, Verschwinden in §. i« einleuchtend überzeugen sollte, 
80 mufste ausbedungen werden, dafs P zwar jede 
endliche const^te oder variable Gröfset aber kein 
Frro solle seyn können. Da nun aber in. dem aufge* 
fundenen Fuiictionsdifferential dX =r pdx -}' Q^x.^ 
-j- B. dx^ -^ . . . sogleich für p eine solche Function 
des X sich ergeben kann, welche für einen oder 
mehre Werthe des x ein p = o ausmacht: so mufs e» 
doch bedenklich fallen zu behaupten, dafs auch bei 
diesen Werthen des x ebienfalls Q dx^ gegen p dx=o. dx: 
also Qdx igegen pno, verschwindend ^eyn solli Aller- 
dings kann und mufs das behauptet werden, würde 
aber einer ziemlich umständlichen Erörterung be- 
dürfen« 

I 

ß) Wenn Q für einige Werthe des x als ein Voll- 
grofs 00» oder sogar, als ein OO^ sich ergibt, z.B. 

für xnb, ^enn Q n 7 rr^ wäre, wobei p— 7 rr- 

*• (x— DJ* * (x — b)* 

seyn würde; wie kann und soll man dennoch über- 
zeugt bleiben, dafs Qdxdx gegen pdx, 

, 2. dx dx x°. x° 

^®° ^ ^ ^ — ^' <» O^ OO» — ::;r ^ 2 00» 
0.0.0 0000 

gegen *^^— = — 1.0000. |- =: — 1.00» 

^Iso '■\-2 gegen — 1 verschwindend seyn mufs?! 

Diese einzige Betrachtung allein schpn dürfte hin- 
reichend gewesen seyn , auf die Unbrauchbarheit des 
verhältnifsmäfsigen Verschwindens als Beweisgrund 
für die DiiFerentialmethode aufmerksam zu, ^machen : 
wenn nicht hier die weitere Nachforschung durch die 
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bekannte Lehre verhindert wäre, dafs für solche Fallet 
•wo sich P oder Q o«s« w. als ein ~00 ergäbe, das 
so genannte vollständige DiiFerential pdx >f~ Q* ^^^ 
4^ Rdx^ •• . nicht mehr dals richtige Differential bleibe! 
Ein allgemein verbreiteter Irrthtim» dessen wir bald 
genauer erwähnen* werden. 

§. 4.. Indem wir statt jenes verhältnismäCsigen 
Verschwindens lieber folgenden Grundsatz unmittelbar 
benutzen : " 

G mag seyn, was es will» eliit constante 
oder veränderliche, bejahte oder vernein^ 
te, unendlich grofse oder unendlich kleine, 
mögliche oder unmögliche Gröfse, allemal 
fehlt man um U, w^nn man G + UzzG be- 
hauptet; fehlt also um ein Unendlichklei- 
nes, wenn U unendlich klein ist, fehlt um 
Nichts, wenn Uuro idt, fehlt um ein End- 
lich- oder sogar um ein Unendlich-Grofses, 
wenn U endlich oder unendlich grofs ist» 
Indem wir diesen einleuchtenden Grundsatz vor 
Augen behalten, so ;werden wir nicht nur itit allen 
bisher bekannt gewordenen Benutzungen des Infinite« 
simal-Calculs leichter und deutlicher zum Ziele gelaiN 
gen; sondern es wird uns auf diesem unsern Wege 
auch einleuchtend werden, dafs selbst auch einige 
der scharfsinnigsten Mathematiker durch jenen ihren 
mühseligen Weg auf einige falsche Behauptungen ge- 
rathen sind, und dagegen neue Fragen und Aufgaben 
für den Diflerentialcalcul uns entstehen, die ihnen 
nicht nur unauflösbar, sondern sogar völlig unstatt- 
haft erscheinen mufsten« 

§. 5« Der eben aufgeführte Grundsatz ist dem 
gemeinen Menschenverstände so einleuchtend , dafs 
nur diejenigen , welche durch lange Benutzung jenes 
verhältnismäfsigen Verschwindens an die damit ver- 
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bnndenen küiietlicben tind schlüpfrigen Umwege ge- 
wöhnt sindt eben dadurch auch mit Behavptangen 
und Meinungen sich befreundet haben« durch welche 
selbst auch einige sehr nahe und dentjiche Anwen- 
düngen jenes Qrundsataes ihnen rerdSchtig gemacht 
werden können. Folgende Beispiele dieser Art kön- 
nen der Ueberscbrift djieser Vorerioaerung gemftfs bjer 
bipzugefügt werdeu. 

o 

§. 6. Weqn man a -:| na behaupte^,, so be- 

oc 

geht man einen unendlich kleinen Fehler» weil — - 

eine unendlich kleine Grörse i^t* 

a 
Wenn man a 4~ ^^^ — ^ behauptet, so fehlt man 

oo 

um gat nichts» weil — völlig zzo geworden seyn 

00 

xauh. (Vor er in. VII. $. 5.) 

§. 7f V^er aber a OC + a naf. OC 

oder aop + ana.oo behauptet« der 
begebt einen sehr angeblichen Fehler ~a; und sol« 
che Fehler soll man sich nicht erlauben. 

Hierauf wird mir nun namentlich von denen in 
§♦5* erwähnten Lehrern dreierlei entgegnet werden: 

I) Da scbq^ a. OC eine Oröfse seyn 90II » die ohn 
Ende wächst» so mufs sie als solche auch den ihr 
gleichartige^ Waph^thux^ i«a schon mit in sich fas- 
send seyn! 

Icl^ erwiedere, dafs man gegen die in Vorerln. 
VII. als nothwendig dargelegte gleichzeitige 
Gleichheit dieser beiden oC undoC verstöfst, wenn 
man die Gleichung aoc -panraoc behauptet, also 
behauptet» dafs das zweite oC schon 
mOC-f*^ sey» ihdem das erste nur rzoc istl 
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n 

II) Da ich a + -^ zz a als vollkommen richtig 

anerkannt habe, 60 mufs ja» lyird man sagen, beide 
Seiten der Gleichung darch OO multiplicirt • auch 
aoo + a — aoo al» richtig zugegeben werden! 

Ich erwiedere; schon a -fr — i;^a ist richtig mit 
einem unendlich kleinen Fehler; 

folglich oc» ^a + ^^ r: «• a, 

das ist oc*a4~ar=OC-a» richtig, mit einem nn end- 
lich kleinen Fehler unendliche Mal genom-' 
men; welches den endlichen Fehler a gibt!. 
Und eben daraus erhellet/ dafs allerdings hier ein 'Fall 

eintritt, wo auch 00 mit « — rz o multiplicirt =ra 

00 
geben mufs* (Die sämmtlichen Fälle, welche eine 

Ausnahme von der ihnen vorangehenden Regel aus- 
machen, dafs auch oO*ono geben muGs, werden 
nachher in Vorerin« IX* dargestellt werden.) 

a 1 ' 

HI) Daa-j — — :a~ ! + ""••* ^^y^ mufs, und 

das Verhältnifs 1 -| r : 1 dem Verhältnisse i : i im- 

a 
merfort sich nähernd ist; so mufs auch a 4-- — :adem 

Verhältnisse i;i ohn Ende sich nähern; kann also 
zwischen beiden- Verhältnissen irgend eine angebliche 
Verschiedenheit nicht statt finden! 

Ich erwiedere, dafs man angebliche Gröfsen, auch 
dn/ch und für sich selbst angegeben verlangen kann, 
nicht allemal nur nach ihrem Verbältnisse zu andern 
Gröfsen zu fragen, und nur selten nach ihrem Ver-» 
^ hältnisse zu unendlichen Gröfsen zu fragen braucht, 
auch die Antwort auf solche letztere Frage keine an. 
deie sejn kann, als dafs dieses Veidiältnifs sich ohne- 
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Ende einem solchen nllhert , welches gar nicht mehr 
kann angegeben werden* 

$• 3» Die Trrgonometrie, In welcher man geome- 
tritche Längen auch^^ calculatorisch ausandrücken sehr 
gewöhnt istf mnb eben dadurch yorzüglich bequem 
seyn, hieher gehörige Begriffe anschaulich darzulegen» 

So lange 9 ein Winkel ist , der sich dem rechten 
noch immerfort nähert, so lange mufs r. tang^) = oC«i^ 
eine noch immerfort gröfser und gröfser werdende 
Linie seyn« Wenn aber 9)~90 Grad geworden ist» 
so ist auch r.tang^nOQ.r eine ^rollgrofse LiniQ 
geworden« 

Diese r. lang go^ sey rr AOt Fig. it. (wo maii 
freilich den Endpunct O über alle Gränae hinaus ent- 
fernt denken mufs) und eine endliche Linie BA sey 
ma, so ist BA+AOna-j-r^OO* 

Wo man nun blofs nach dem sogenannten geome^ 
trischen Verhältnisse BO:AO zu fragen hat, da mufa 
die Antwort seyn» dafs dieses Verhältnis a-j-r.oO : r«00 

auchn— +r:r auch zzo A-xxxzizxii ist, also 
azzBA hiebe! so gut als Nichts, als ein voUigea 

Nichts wirkend sey: indem es hiebe! nur als — r=o 

• 00 

geworden, wirkend ist« 

' Wenn man aber hieraus folgern wollte, dafs über- 
haupt die BA neben der AO gar nicht brauche ange- 
geben zu werden: sb würde man dadurch Verzicht 
leisten, den Unterschied BO — AO angeblich za 
finden, aubh wenn dieser Unterschied eine sebr be- 
trächtliche angebliche Gröfse BArza ist, auch nament- 
mentlich als trigonometrische Tangente einen Winkel 
BGA von einer sebr beträchtlichen und sogar dem 
rechten Winkel ACQ nahe kommenden Gröfsen zuge- 
hören kann! 
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§^ g. Durch dieses Beispiel "wird intn gegen 
manche gewöhnliche Begründang der Infinitesimal- 
rechnung zu bedenken yeranlafst, dafs nicht alle Be- 
dürfnisse der Mathematik lediglich dem multiplicato* 
rischeii und divisorischem (dem so genannten geomer 
trischen) Verhältnisse , sondern viele derselben auch 
dem additiven und snbtractiven (dem so genannten 
arithmetischen) Verhältnisse unterworfen sind. Da es 
nun einleuchtend ist, dafs jede Gröfse, welche ai^ 
sich selbst, in ^insicht ihrer eigenen £inheit unend« 
lichklein werdend oder wirklich Nichts geworden ist, 
nicht nur im geometrischen , Sündern auch im arith- 
metischen Verhältnisse eine unendlich klein werdend« 
und Nichts gewordene Wirkung haben mufst so kön« 
nen wir im Voraus versichert seyn, vermittelst des in 
$. 4* aufgestellten Grundsatzes sicherer und kürzer« als 
vermittelst eines nur geometrisch -verhältnismäfsigen 
Verschwindens zu schliefsen; und durch unsere Dar- 
stellung wird es übrigens schon vor. Augen liegen, 
dafs das in der Ueberschrift genannte relative Ver* 
schwinden, durch welches viele Lehrer das Ver* 
fahren der Differentialrechnung zu rechtfertigen su- 
chen f lediglich in demjenigen bestehe, welches durch 
das geometrische Verhältnifs zweier Gröfsen gerecht« 
fertigt wird* 



Vorerinnerung IX. 

Die Producte aus unendlich grofsen und unend^ 
lieh kleinen Gröfsen betreffend* 

§• 1* Die bekannte Behauptung, dafs 7,o=ro, 
auch g.ozzozzo.Qt und überhaupt, dafs a«oz=o.a=o 



I 
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«eyn muTs » dürfte uns , so lange wir sie aas dem Be- 
griffe der Multiplicatiüii nnmirtelbar benrtheilen wol- 
len« lediglich bedeuten Können, dafs für ein Frodact 
bU solches, gar nichts bestimmt wird, wenn 
irgend ein Factor desselben zzo ist. 

Wenn wir uns aber statt der o zuvörderst -<'-^, als 



«ine immerfort kleiner werdende Gröfse gesetzt den- 
ken, so werden wir durch die Begriffe der MultipU- 
catiou sehr deutlich überzeugt, dafs das Froduct 

a. — dem r-^ proportional » immerfort kleiner und 

kleiner werdend seyn mufs, folglich dem Gesetze' der 
Stetigkeit gemäfs auch rro geworden sejnmufs, wenn 

— stetig rzo, geworden ist. 

Indessen würde es für die vorliegende Absicht 
auch genügen, nur schlechthin zu bemerKen, dafs die 
Behauptung a, o==o. a~o» dem gesunden Menschen- 
verstände einleuchtend sey, die Gröfse a mag so grofs 
oder so klein gegeben seyn, als sie will. 

§, 2. Folglich eben so einleuchtend immerfort 
auch OC*Q— o, weyn CC eine immerfort wachsende 
Gröfse bedeutet. £)ben deshalb also, wo durch 
dieses Wachsen ein VoUgrofs QQ erreicht wäre, auch 
OO. o~o. oomo. 

Und bfebei, dafs auch die Gröfse dieses Froduc-' 
tes =ro sey, würde es durchaus bleiben müssen, 
wenn wir einerseits über die o, und andrerseits über 
die OC oder oSt niemals ein weiteres zu sagen wüfs- 
ten, als. dafs jene o ein völliges Nichts, und dieses 
OC eine immerfort noch wachsende GröCse, und QQ 
ein erreichtes Vollgrofs sey. 

jj. 3, Wenn aber I) das o- werden und o-gewor- 
den seyn des einen Factors, und das OO- werden und 
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ÖO- geworden iieyn .des andern Factor» « von einandeip 
abhängig »ind: so würde das- Abnehmen des einer), 
und das Wachsen des andern Factors sich « 

t) dergestalt g<9gen einander verhaltend seyn iKön- 
nen, dafs das Froduct ammarfart i^ogar ei perle] 
Gröfse behalten müfst;e« 

Sey ^um Beispiel a irgend eine gegebne gerade^ 
Linie» und indem x und y veränderliche Zahlen be- 
deuten, sey zzx«a die veränderliche Grundlinie» urii 
zmy.A die veränderliche Höhe eines Rechteckes, die 
aämmtliche Veränderlichkeit aber dem Gesetae unter- 
worfen^ dafs allemal yzz— sey: so werden, indem 

man y von ZZo bis auf =00 anwachsen läfst, die 
dazu gehörigen Rechtecke zwar inamerfort anders 
^nd anders gestaltet . jedes derselben aher wir-d als 



a 



irx.a.y.a, auch ^Uemal xa— z:: aa seyn^ 



X 



Häufiger wird 2) der Fall vorkpn^men, dafs zwar 
das Froduct aus zw^i von einander abhängigen verän- 
derlichen Gröfsen nipht immerfort einerlei bleibend, 
aber doch inamerfort endlich sicti ergeben mufs, 
alich wenn der eine Factor — Qt der andere moo 
geworden i^t, 

Dergleichen ist, indem r den linearen Halbmes- 
ser eines Kreises bedeutet,, das Rechteck Gas 9. Tang 9 
zz r. cos 5p. r tang y ; welches bei 9 z± o ein 
rzr, oit:o, und von d^ an mit dem Winkd 9 im- 
merfort wachsend, bei 9 zz go°, ein zz o.oo 
dergestalt geworden ist, dafs auch dieses o.OO arith- 
metisch als ein Prpduct, geometrisch als eine 
Fl-äche bef:rachtet, nur dem endlichen Quadrate 
r:r gleich seyn kann. Denn ein allgemeines G^isetz 
für die Veränderlichkeit dieser beiden Factoren ist 

z. B* dafs, Tang 9 3: ^ — ^. r ist^ D4 maw nun ver- 



• 
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m5ge dieses Gesetzes auch Cos 9« Tang^rrr« Sin 9 
Iiat, so ist es vermöge des Ausdrucises r.Sin^. sehr 
einleuchtend 9 dafs, "wShrend 9 von o bis 90 Grad« 
aJso Sin 9 von o bis nrr wachsend ist» die Rechtecke 
"^^on i=:o an bis zum zzx.t hin immerfort wachsend 
Heyn müssen. 

Q, 4* ^^ ^^^ Beispiele für den Fall I) 1, ist es 
offenbar, daCs das Abnehmen des einen Factors alle- 
mal durch das Zunehmen des andern Factors für den 
lErfolg des P^oductes auf das völligste gerade ersetzt 
,*wird, und eben dadurch die sSmmtlichen Producta 
auch noch für die äufsersten Werthe der beiden Fac** 
toren , =:: o und iz 00 , einerlei endliche Gröfse be- 
lialten, 

§. 5. In dem F^lle I) 2» ist dergleichen völlige' 
Ersetzung nicht vorhanden* Aber in dem dafür auf- 
geführten Beispiele mufs bei dem vollendet zio ge^ 
worden seyn des einen Factors» und dem vollgroCs ge- 
worden sejn des andern Factors, jene Verkleinerung 
zu dieser Vergröfaerung sich wie ein Endliches zu ei- 
nem UnendKcbgrofsen , also auch wie ein Unendlich« 
kleines zu einem Endlichen verhalten. Je nachdem 
Cos 9 noch um eine endliche oder nur noch unend- 
lichkleine Länge vom Cos 90° rr r« o ~ o verschieden 
ist, je nachdem wird Tang^ noch um eine unend* 
licbgrofse, oder nur noch um eine endliche Länge 
von Tang 90° zi r. 00 verschieden seyn ; daher denn 
die Abnahme des eines Factors und die Zunahme des 
andern Factors immerfort in so weit sich ersetzend 
seyn müssen, dafs selbst auch ihr o. CO» dieses Pro- 
duct aus ihren äufsersten Gränzwerthen , eine endli- 
che Gröfse seyn mufs* 

§. 6. So lange wir von zwei veränderlichen Fac- 
torexi X und Y ungewifs sind, ob dergleichen gegen-. 
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seitige Abhängigkeit zwischen ihnen yiDrhanden sej; 
so lange müssen wir nicht nur über jed^s ihrer 
Froducte XY, in Hinsicht seiner Gröfse ungewifs blei- 
ben, sondern namentlich' auch für jedes Froduct ih- 
rer Gränzwerthe, welches ein o. OO geworden seyn 
soll« CS unentschieden lassen, ob es eine endliche 
(vielleicht auch unendlich groFse oder kleine) Gröfse 
ausmache, oder ein völliges. Nichts r=o sej. 

§. 7. Wo wir n* solche veränderliche Factoren 
X und Y haben, von denen der eine für sich voll* 
kommen zzo werdend und geworden seyn soll; der 
andere aber von jener Verkleinerung unabhängig für 
sich veränderlich ist; auch wenn er als ein noch im- 
merfort gröfser werdendes YzroC gedacht wird, oder 
ein vollgrofs gewordenes Y=:oO sejn soll: so ist es 
gewifs, dafs wir hier nicht nur ein o,OC=o, son- 
dern auch ein o. oO =1^ o haben miissen» 

Denn die Behauptung dieses o. OC — o ist una 
einleuchtend, sobald wir bedenken, dafs Yzroc in 
jedem Zeitpuncte seines Gröfserwerdens eineeln ge- 
nommen, eine angebliche endliche Gröfse A aus«- 
macht, und jedes o. Amo sejn mufs. 

Aus diesem o. oCi=o aber mufs dessen o.oorro* 
vermöge des methodischen Gesetzes der Stetigkeit sich 
ergeben« 

5. 8» Wenn man dagegen III. awei solche ver- 
änderliche Factoren^ X und Y zu haben fordert, von 
denen der eine nur ein unendlich kleiner werdendes 

— — , niemals eine völlig sich vernullendes rr — sevn. 

OC ^ ° 00 "^ 

der andere nur ein immerfort gröfser werdendes OZ 
seyn soll: so kann das Froduct aus beiden niemals 
ein völliges no geworden sejyi, mufs also das Fro- 
duct aus beiden um so mehr nicht — o geworden, 
sondern eine endliche Gröfse bleibend seyn^ wenn 
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der zweite Factor dn trollgrortes od geworden sejm, 
der erste Factor aber^ wie vorhin» nur ein -— •> nicht 

ein 2-r rr o geworden »ejm soll. 



Indern tnan dann fertiet bei dleaefti ^^ — -r^^.ÖO 

auch den Factor — rermSge des Q^tttiez der Sfcetig- 

keit dem rr -^-^rzo unendlich nahe kommend be» 

OO 

baupten kann: so tnufs man freilich zugestehen» dafs 

man dadurch dem Prodncte o. Ö0 unendlich nahe 

Jiomtnend seyn müfs» voü Welchem es hier gewifs 

ist, dafs es ein o GOiro seyn muts» weil der eine 

Factor X für sich abnehmend» det andere Factor T 

für sich wachsend gefordert wurde» also nicht zwi- 

sehen diesem Wachsthume und jenet^ Abnahmb ein 

solches Etsetzungsgesetz vorhanden seyn kann, durch 

welches das Prodnct o» ÖO 'stif endliche Werthe ge^ 

bracht -würde. 

§, 9* Offenbar aber wird man, dafs XYrro seyn 
mufs » in dem Uten Falle ((J. 6 ) kürzer und schärfer 
als in dem Illten Falle (§.7-) sich überzeugt finden; 
daher wir für unsere Differentialrechnung jenen lieber 
als diesen benutzen werden^ 

Die hauptsächliche Benutzung, welche ich hier 
in Gedanken habe, ist folgende. Sey p irgend eine 
Function des x, und dx, das sogenannte Differential 
des X, eine eigenmächtige sehr kleine Belegung des x, 
von welcher man entweder» und nach den meisten 
Lehrern, erstens nur fordert» dafs sie ohn Ende 
immerfort kleiner und kleiner werdend gedacht wer- 
den soll» oder zweitens es geradezu fordert» dab 
aie am Ziele ihrer Benutzung wirklich zzo gewör« 
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den seyn soll : eo kann man bei der ersten Forderung 
suvörderst nur behaupten, dafs das Froduct pdx 

rr p. — 18t, also dem rr p.o ohn £nde aicb nähernd 

OC 
seyn mufd bei jedem Werthe des x. 

Die zweite Forderung aber inacht es uns sogleich 

und geradezu gcwifs, ^als pdx — jjj- rr p^orüo ge- 

"worden seyn muCs bei jedem, Werthe des p^ und, 
ich will» in einiger Hinsicht noch deutlicher ^ hinzu- 
setzen, bei jeder Gröfse des p« 

Obgleich nun auch bei der ersten Fordernngt 



x° 



dx zz — ^ behauptet werden mnfs, dafs jede Angabe für^ 

die Gröfse des pdxrrru als ttnrichtig abgewiesen Wer- 
den l(ann, so lange u etwas anderes als rzo bedeuten 
soll: so kommt man doch bei det zweiten Fordd^n^ 
eines äx~o geworden, leichter und ^kurzer zu dem 
Satze» dafs p»dxi=:o geworden seyri mufs bei jeder 
Gröfse des p. % 

Bei jeder Gröfse des p! Denn wo eine Ver- 
schiedenheit dieser Gröfsen yorhanden ist, wie es bei 

den meisten p n t— eben deshalb Statt findet, weil 

^ dx 

sie meistens noch eine wahre Function des verän- 
derlichen X ausmachen^ da sind diese Gröfsen mit den 
veränderlichen x veränderlich, und lediglich deshalb 
verschieden, weil man dem x verschiedene einzele 
Werthe beilegen kann» Von dem dx — o geworden 
aber müssen diesem verschiedenen Gröfsen unabhängig 
seyn, weil ja dieses dx bei allen beliebigen Werthen 
des X ein dxno geworden seyn soll, 

. $. 10. Lediglich wegen der langen Angewöhnung 
an die Meinung, dafs pdxzzp. o geworden, dennoch 
bei solchen Wcrlhen des x^ bei welchen p~00 sich 
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ergibt, Tielleicbt ein solches pdxr:oO*o» eine endli- 
che Gröfse ausmachen möchte, will ich noch folgende 
Widerlegung dieser Besorgnifs hinzufügen, 

' Sej piz , so ist X— a ein solcher \\r^rth dea 

X ' 1 

X ♦ bei welchem p rr rr — rr OO »ich ersehen 

'^ X — a o ° 

müfs, und nun die Besorgnifs einzutreten pflegt, dafs 
in diesem Falle pdx~O0»o etwas anderes als mo 
mochte eejn können! 

Aber, man denke sich x nicht plötzlich, sondern 
allmählig =zo werdend, so mufs doch in jedem 
einzelen Zeitpunete dieser Annäherung 
noch X — azr+e, oder x — a~ — e, also p eine end-« 

liehe bejahte' oder verneinte endliche GrSfse— , folg- 
lich immerfort p. dxrr —• orzo seyn, auch wih« 

rend der Annäherung an x=ra. Nun braucht 
man nur diese Annäherung stetig zu fordern, wel- 
ches , auch wenn a , und daher auch x , eine discrete 
Zahlgröfse ist, mit einem unendlich kleinen Fehler 
geschehen kann (DilFerenz.Kechn. §.s26.): so ist es er- 
wiesen, dafs auch dieses pdxzr — «omu gesetzt, al- 



Itoial unrichtig seyn mufs, wenn man nicht u~o 
angegeben hat. 

$* 11, Diese Vorerinnerung will ich mit folgen- 
der Bemerkung schliefsen. 

In den Rechtecken Cos g>. Tang 9 kann sowohl 
die Linie Cos 9) m. cos^, von Cos^rrr. cosoizc 
an bis zur Cos 90^ zio stetig abnehmend, als auch 
die Tangentenlinie Tang 9, von Tango no bis zur 
Tanggo^rrCO so stetig wachsend gefordert wer- 
den, dafs die Reihe der Rechtecke von Coso. Tango 
m.orro an bis zum Cos 90° . Tanggo®. ~ 0. 00 hier 
eine stetig wachsende Reihe ausmachen mufs« 



y'oretlh^IXi Product ai uHendlgt. u.kl. Groß., i-itv 

Gleichwohl ist das erste Glied der Reihe^ r.o ei- 
^eiitllbh tiut eihe Linie rrr, Von le i n c r Dimension» "^ 
das letzte^Giied ö« ÖÖ eigentlich wiederuih nnr eine 
vollendet, grofae Li nie ^ also auch keine Gröfse von 
zwei Dimehsioneh ! 

Aber io iebr Wir ütis aüeh diiren dieöeometrie 
der Alten mit Recht daran gewöhnt haben, swi- 
icheti Fllcheh lind Linien als ühgleichariigeh.» ;und 
deshalb' mit einander nicht vergleiehbareti GröfselS sti 
Untetscheiden: so müssen wit* ddöh liicht ntit vngeste- 
beh , dafa die beiden eben .erwähnten lineäred äufser^ 
Aten GH^deir der obigeri lieihe von Rechtecken ala 
Gjänzfällä dieser Rethtecke zu beti'achten sind^ 
iondern auch eingestehen, dafs in der calculatori- 
ächen Geometrie; daiS letzte Glied o.o6:=:Cok90''; 
Tang 90^ alUerdihgß r± r;r ^M achten ist. (Sy %) 
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LXTX Vor er* X Einige Formeln d. algehr. Trigonotfl. 



Vorerinnerung X» 

Einige Formeln der algehraisehtn TYigonometrie. 

$• 1. Die gevröhnlichen ' Formeln der 
analjrtincheii Trigonometrie» nacn welchen 

> 

I) sin («4-)3) rr sin*. co$/3 -)- cob«. sinjS 
' 1 J) co«in (ä + /8) rr cosft, cos/3 — sinÄ. tinß 
' lU) sin (a — j8) != tioik. cotß — cotK. tfinjS 

IV) coain («-*-)8) !::: cos *. cos |^ + ftn «. sin )8 be- 
hanptel >lrird, sind der alge'braiscben Recli^ 
nong mit nathwendig bejahter £inbeit, ge- 
vtx%i% verstanden und gebraucht» ganz all- 
gemein rieh'tig. 

(Da atis diesen IV. Formeln nicht nur folgende 

V. sinfiÄÜls sin«'C08dc t^ösin& l^i«^— jsinft* 

VI. cos fl« !r cos de* — sin Ä* n Ä cosa* — iizi — a sin** 

VII. sinj«!=:r— ^- — 

Vllf» cos J« rr r — I- — 

und mit gehöriger Vorsicht nnd Ausdeutung auch • 

»v ^ . />v lang« -4^ tan&iS 

lX,tang(. + ff)- ^J^^^-^^ J^^ 

X, tang(.^y3)r:: ^^"g^^^^"g^ , ^ 

^ ^ ^"^ i-ftang« tang^ 

-,- iztansdk 

XL tang ö« ~ s— - 

^ 1 — tanga' 

vf» ^ * öi** a A- i — cOs * 

XII. tang5« rr — , — T— t 

^ 1 -[- cos « 1 + cos « 

und mehre andere eben so zeichenrichtig herleiten 
lassen; sondern wir auch im IXten Capttel der Dif- 
ferentialrechnung die 8im.mtlichen DiiFerentiale 



% 



^VortT.X. Einige Förptelnd.algthr.TVigonom, lxvii 

der Kreisfanctionen • aos diesen IV ersten For- 
meln abgeleitet, und ihrem + unterworfen finden: 
so wird es der Mühe werth- seyn, von der eben ▼er- 
sicherten allgemeinen Zeichenrichtigkeit dieser For- 
mein durch einen solchen Bew^eis zn überzeugen, 
dessen gahz allgemeine Anwendbarkeit, vermöge der 
schon oft^und lange von mir dargestellten Richtungs- 
theorie*, lins einleuchtend seyn mufs, der einzele Fall 
auf Welchen man ihn graphisch angelegt hat, |nag 
seyn, welcher er wolle.) " 



Btweis füTsI. (Fig. 4.) 

§. 2. Sey der Winkel CACBrr«, der Winkel CBCD 
n p, also der Winke\ CACDr: a-}-^» oder sey (für 
den Differential - Calcul anstelliger gesprochen ) a der 
Bogen AB und /3 der Bogen Bt) , folglich D mag 
liegen wo es will, derBogen AB-f BD n AD 

•.VTA ^r% sin (« + /?) 
so ist KD — CD. ^ ' ^^ 

r 

wenn r und sin (« + y3) die Zahlen bedeuten, welche 
das Verhältnifs des Halbmessers zum Sinus des Win* 
kels (oder Bogens) a-|-y3 angeben sollen. 

In der Lage KD, möchte nun F seyii, welcher 
Pnnct es wolle , so wäre allemal KF + FD m KD , 

also auch KF + FD r: CD ""^^+g)^ 

' ' . r ■ 

Es werde aber F gerade dadurch bestimmt, dafa*" 

cos O I 

man in der CB die CEi:iCD. ^ gezeichnet» und 

aus E auf die Lage KD normal die EF zieht; auch 
sey EH normal auf die Lage AC , wodurch HE dec 

' Ea 



» 



LXTXii und Lxix Vorer.X. Einige FormelH^der al' 

bsir: CB. ^-^ parallel wird: so lltod die Drei- 

Uch i) CB « C£ =: GB : H£ 

da« ut CB : CD. — -t=. CB. -: — ; KP 

I I 

^ CD, C08 )8. Ci6 sin ir 
. — CB. r, t 

Also auch CD^ — ^ — '— * rS CD. ■ ^ ^ . jwi— 

r r r 

. • (« + ß) _ «in« co§/3. 
Auch ein— ^ — — — __^— 

r r. r 

und i. sin(« + ß) r^ tin«. cOsß 

den Halbmesser odet Sinus totus tri voranssetaen^ 

^hlen, deren Einheit der Sinns totus, ist. 

{Die 1 in der letsten . Gleichung darf nicht feh« 
itömmen tvitd. Für jeden Halbmesser R hat man 
cula torisdi richtig allerdings ; geometrisch an^ 
ist R. R. sin («-j-Z^) :=:: R* sin r. R. cos p -f R. cos^. R. %\x\ß). 



«• .3. . 

fe, ist CD. ^^'^^"^^^ = CK = CH + HK 

t)a nun i) CB : CE rr CG : CO 

das ist ÜB : CD.^Ü CB- ^LT : CH 

t r 

r i-.i% cosY«+ß) CD. cos i3. CB COS « 

ao muis CD. ' — ^-^-^ rz ^S, ^ 

r ^ GB. r. r 

.1,0 auch CO. £2lii±i) sr CD. «21lJ2l5 

r t* t 

„ . COs{«+ß) cos«. C08B 

allgemein -i— ^^ — ^-^ n — ■: — — s: 

r r^ r» 

und 1* COs C* 4* P) — ^^^ ^« ^^ P 



' gebraischen Trigonometrie, 

« •■ _ 

ecke C6P, CHE und DF£ einander ähnlich, folg- 
K^nd a)CB : CG z= DE : DF =:ED : FD . 
dMirt CB;CB.I?!U=--eD.!i:i?:DF = CD.'ili':FD 



r 
-f FJ> 

CB. cosin; CD. sin/SL 



+ 



CB. r. r 



I 4-iT> ^08 « 0in ß !_•«.•• 

4- GD, . ^ , noch m Einiciv; 

C08«. aiiijS . . - ,, 

= ^ la r.euien ZAhlen \ 

r. r 

-{r co# a. flin j3.« in deq ZahljBH dec Tafeln i^ vrelqbt 

\irie man zu sagen pflegt ; richtiger , Qir diejenigen 

lenit Bobald die Dtimensipnen.-RichtighQit in Era|[e ge^*: 
R.8inC«+i8) — R. sin ff. cos^ + R-cos«, siiji.Pi cal- 
schaulich abei^ 



= CH 4- EF 

und 3) B€ : BG nr ED : EF 
also auch CB : GB z: ED : EF 

daa ist CB : CB. ^ zz Cp. ^ i 5F ist. 3 

., CB« siti ff. CD. 8in ß 
+ > CB.r.r ''^^- 

+ OD. ilfifiiillL^ ^ 

' r. r ^ 

., sin«, sinß- . - . . 
4- m Zahlem 

-^ sin«, sinl^ für die Zahlen der Tafehi} aber untet 



Lxx f^orer.X, Einige,FormebiJLal§ebr»'Trig07iom. 

dier Bedingung« wie es aus den hier gebrauchten zei- 
chenrichtigen Proportionieo erhellet r dafs das zweite 

Qlied , folglfch eein Factor CD. — ^ — ED seiner 

Seitenrichto'ng (der Gosinusriehtong) gemära ge« 
schätzt werde« Da nun dieser Seitenrichtung allemal 
das Gegenzeichen von demjenigen zukommt, welöhea 

man für CD. — ^ hier erhält, wenn man nach ee- 

r o 

wohnlichem/ dejr Algebra sehr gemäfsem Verfahren, 
den Halbmesser CD allemsl als bejaht betrachtet, und 
sin ;3 für alle hohle Winkel bejaht, für alle convexe 
verneint ansetzt: so hat man für dieses Verfahren, 
(welches «sich auch unten, aus der Quadranten -Ord- 
nung in ^, 5. rechtfertigen läfst) allerdings ganz richtig 

CD. CO. dL^ ~ CD. £21^1^2!.^ _ CD. ""'""^ 
r r. r r, r ' 

und daher auch cos (« -|- /3) z: cos «. cos^ — sin«, sin /3. 



beweis für III. und IV. 

$.4. Läftit sich eben so aus den genau beachte- 
ten, Höhen- und Seitenrichtungen (Sinüa- und Cosi« 
nusrichtungen) überzeugend darstellen. Und dafs hie 
mit die Formeln für alle noch so groCse oder kleiAe 
Winkel oder Bogen, « tind /3,' dnrchaüs erwiesen sind, 
ist uns dadurch einleuchtend, dafs dieselben Buchsta* 
ben der Eigur, welche die Endpuncte der Bogen « 
, und /3 bedeuten, auch den Beweis für jeden Fall rich- 
tig darstellen, sie mögen einzeln oder beide liegen, in 
welchem Quadranten sitf wollen. Ohne eine* iolche , 
eitileuchtende Allgemeinheit des graphischen Bev^^eises 
ist isine bündige allgemeine UeberzeuguQg nicht mög- 
lich; wo die Anzahl der verschiedenen Fälle sogar 
unendlich grofs ist. Durch meine Richtungstheorie 
' wird m%Xk gesichert, dafs der Beweis für alle Fälle 



\ . 



gültig bleibt 9 . wenn er auf irgend einen Fall richtig 
angelegt i«t; mag man daan ergriffen haben, *w«lebeA 
man will! 



Bejahte und verneinte Drehung» 

$. 5. I^ei^tliche Begriffe^ davon zu haben, ist 
schön bei Conitruction der eben berührten Beweiae, 
besonders aber für die schwierigem allgemeinen. Leh- 
ren im XXXten Capitel der pifferentialrephnung fath- 
sam« Im IVten Stücke meiner Neuen Erörterun- 
gen habe ich die Erörterung dea trigonometriachen jfl 
mit Erörterung der Drehnngsgröfse angefangen} 
welche ich dort nachgelesen wünsche. 

Der erste trigonometrische Quadrant CACB, 
Fig, 4'*', heifst, derjenige, dessen sämmtÜche Hülfsli- 
nien» Sinus, (!)Osinus« Tangente u.s«w.. sowohl in Hin- 
sicht ihrer Höhen- als ihrer Seitenrjfchtung nur be- 
jaht gerichtet sind« Wenn der Halbmesser CA« um' 
C sich drehend 1^ diesen ersten Quadranten von dessen 
Anfang A an, bis z\x dessen Ende fi hin , mit vor- 
gängiger Bewegung beschrieben hat, und diese vor- 
gängige Bewegung fernerhin fortsetzt; so mufi der 
nächste Quadri^t BO der «w^ite» der dann folgende 
DE und £A der dritte und vierte heifsen* Dieae 
vorgängige Drehung wird die bejahte genannt. 

Dafs nun jede rückgängige' Drehung eine ver- 
neinte heifsen mufs, ist sehr einleuchtend. Dafa aber' 
auch gerade AE der erste^ ED der zweite« verneinte 
Quadrant u.s. w. heifsen mufs, ist defhaib gewirs. 
weil bei Aufzählung der bejahten Quadranten ^frada 
die Höhen richtung beachtet ist« jßs War naiiirlicb» 
dafs bei dem empirischen Entstehen der aualf tischen 
Trigonometrie gerade die Höhenricfatung der Siaua 
zuvörderst beachtet wurde; und wenn aolche isinmal 





uxxii Forer. X. Einige Farineln 4* algebt. Trigonorß» 

' ■ / 
Cpttlai^dene "Gewohnheiten sich rechtfertigen Ifusei), 

•ü iaä«ften. $ie beibehalten werclei^* .^ 

^ $. 6. ]pl« muf« 9ogar die gew^nlicbe Lehre bei- 
behalten werden« dafs ein mit vor gängiger, bejahter 
Drehung beacbriebener ftumpfftr Wipl^el GACF einer- 
lei tiejahten Sinua mit denfi spitzen Winkel GPCF hat, 
der pkit rückgängiger Bewegung beschrieben ist; daher 
ic\i ^uch In Pi£fer. Rechn« IX. $.i.dic/ genetische. Deg-: 
fiition des Sintis dieser Lehre; geinäfs, und ganz allge- 
ihein gültig für alle ' Winkel v^nd Bogen ausgedrückt 
habe, au^h wenn sie den ganzen Un^kreis scfiofi ein 
•oder m^br^ Male niit enthaUen^ 

§. 7. Bei Verbindung vorgängiger und rückgänT 
giger Drehungen mufs man sorgfältig erwägen » wie 
«ie bei4e einander subtraptiy wirken, welches die yjy^-, 
n^g4te Schwierigkeit hat, wenn die rückgängige Dre- 
hung in dem ]^n4puncte der vorgängigen i|ire|i Anfang 
fiimmt, wi? ^8 die Foripeln IIJ, u^d IV. '^n §.1. auc^ 
voraussetze^. Daher i^t es leicht, a^s diesen Formel^ 
den Sinus und d({n Cosinus e^nes Winkels igo^ zt^ 
folgern. Denn in diesen 

• JFow^ln » sin (« — )8) rr sin «,. cos ;9 — cos «. sin ß^ . 

und ^QA^a ß) ZZ CO« <r, COS ß -{- sip a. Sin /fif, 

«^mgo^ gesetzt», hs^b^n wir sogleich , 

sin (180® — ßyzz. sin^ßo''. cos/j — cosi8o^ ainyS 

— Q. cos/8 — (— 1. sin/3) — sin /S . 
cos (igoO--/3) — cos, i8o^-C08/3 + sin 180^. Binß 

ZZ — l. CQS ß -{■ O. B\fi ß "ZZ '^ COS ß 

|r 8- Aus »wet Winkeln ß und 7 eines Dreieckea, 
durdr^sin/S und sin y g^g^hen, den Sinus seines drit- 
ten Wiiikels'&r:i8o^ — /3«-Y zu finden ^ hat man, in 
der Ilft^n Formel, « — ijo^ — ß^ und ihr /Sfrr y gesetzt, 
sin [(i8^®^y3)]-y n sin {x^o'^ß). cos 7-cos(i8o®~p). siny 
^«ch $. 7. also ::i: «in ß. cos y -f« ^os ß. sin y 



r 



^0 

r 



Eben to i|at der I Vten Formel , 
C08> — cot (tfio® — )S). coi y + fin («flo^ — ^8). eiq y 
na^h $. 7» ~ — cof ß, cot y + •in ß. kin y. 

Alap lang l — -: — S — i — - . ^ — 5 * 
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fixxiv f^0r^rhh.XL Einige CurvengUickungen, wilclu 



Einige Curvengleichungen , welche in der Folge 
als bekannt vorai4Sges£t^t werden. 

$.1» Die Gleichung yyribx 4~ >>^x S^^^ ^^^ 
i) für die Parabel yy — bx (tig, 5.) 

b . 

2) für die Ellipse yy ~ bx — — xx (Fig, 6.} 

3) für die Hyperbel yy — bx H xx 

a 

wenn wir i) die Zahl n ~ - n • — ZZQ 

a c» 

5) die Zahl n — — -• 

3) die Zahl n — -f -, eigentlich n— — - 

a 7 " 

annehmen« 



a 



JJ. 2« Nur dann wenn wir der algebraischen 

Geometrie gemäfs« das -j der Hyperbel als -- — xx 

a •••"' a 

uns denken, ist es für alle Kegelschnitte richtig« dafs 
die Linie -f* * d^m Parameter -}- b gleich gerichtet, 
rlenjenigen TheiJ der Abscidsenlinie ausmacht, in wel- 
c bem von seinem Anfange an die bejahten Abscissen 
-f* X genommen werden« 

§. 3. In der Parabel ist die ganze -|-a ~ 4"^^ 
die Axe der Parabel, dem bejaht gegebnen Parameter 
gleich gerichtet, welcher für die Parabel die einzige 
constante, von allen orthogonalen Coordinaten x und 
y unabhängige Linie ausmacht. 

In dex Ellipse ist a die grofse Axe der Ellipse, 

\ cc 

und der Parameter b rr — , indem c die kleine Axe 

a 

der Ellipse bedeutet. Sowohl die grofse, als die kleine 



iu der Folge als bekannt vorausgesetzt werden^ hxxv 

Axe*) der Ellipse wird in ihrem Anfangs- und £nd« 
paucte durch die Ellipse begrinvt. 

Von der Hjperbd kann nur die eine Axe , — a« 
anch in ihrem Endpuncte begränzt werden« Verlangt 
man eine, der zweiten Ellipsenaxe c n T"ab entspna* 
cbende Axe, und meynt dann, daft ihr der Ausdruck 
c ZI t* — ab zukomme,, so mufs man doch zugestehen, 
dafs sie' eine algebraisch unmögliche Gröfse ist« **} 

Q. 4. Die grofse Axe a der Ellipse und die ihr 
gegenstimmig gerichtete Axe — a der Hyperbel, pfle- 
gen beide die Zwerchaxe genannt zu werden; viel- 
leicht weil sie beide in Hinsicht de9 algebraisch geo- 
metrischen Kegels (nach der gemeinen Geometrie ein 
Doppelkegel) überzwerch laufend sind. 

Sehr schicklich dürften sie Grundaxen genannt 
werden; weil allemal in ihnen die Abdcissen x zu 
nehmen ^ind, auch dann für die andere ihr normale 
Axe c der Name Seiten axe sich darbietet« 



^yVon den Iranzösischen Matlietnatikern ivird jede ge^radh 
linige Abicisse eine ^xe der Ciirve genannt. Besser 
werden von den teutsclien nur solche Abscissenlinien 
auch Axen genannt, diirdi welche, wie durch andere 
Axen , welche nicht Abscissenlinien sind , die Cnrve in 
zwei einander congrnente Theile, und zwar dergestalt 
zerlegt werden, dafs sie einander decken müfsten, wenn 
die eine Hälfte der Axeu-£bue durch 180 Grad uui die 
Axo gedreht wurde. 

*^') Die wahren Aussprüche der algebraischen Oeometiie über 
die Seit^naxen der Kegelschnitte lagen mir setb&c 
noch sehr im dunkeln, als ich vor 4^ Johren im s t e/ti 
Bande meiner Algcbraishen Auflösungen diese 
Curven mit berührte. Von andern gehörig dargestellt, 
sind sie mir auch nachher nicht vorgekommen. Hier 
sind sie nicht aothweudig. . 



\ 



I.XXVI ^drM'««X|'« ^inig^Curvwglei^Jvntg^u^ welche 

■ ~ S« 5« AUei^dingi i«t et cnkaktorUph richtig« und 

wir werden in solcher Hinsicht auch bequemen Ge- 

branch \d^von machen , dafs njich Vega» Vorleaun- 

gcii iiher die Mq^h^mat^K, Sands« Yorle^.VI» in dei^ 

b 
l^ttipAeQgleichung yynrbx- xx» auch a die kleine 

j&xe sejn höna^. weQ9 l(nan daft^r den Bari^meter 

-hzz^ anaimml. daheir von ihm b:n— der zurAxea 
c a 

aa 
unA, h 3r ~ der %m Av p gehörige Parameter ^e- 

i^annt wird. 

, Motbwend^ abir VP^V-h* hei dieser umgewe^phsel;- 
%tn^ ^e^e^tung der a tmd c, auch der Abscissenanfang 
aus A nach U hin verlegt g^da^cht werden; so dafa 
nun wiederum die grofse Axe einen bejahten Anfangs« 
theH der AbscissenKnie ^usma^cht, also wiederum die 
grofse Axe a!uch die Orundaxe ist, in welcher ^lein 
a^uch aHema) die beiden m^lichen B^eonpuncte vor-: 
^efcMAden werdeo. 

S* 6. Die Abscissen x aus dem Mittelpancte der 

cc cc 
Ellipae gepommen, hat oiian yy'zi ^xx, nicht nur 

"^yenn» wie gewöhnlich, a die grofse ui^d c die Kleine 
A^^e bedeutet« sondern auch wenQ mit Vega diese 
Bedeutung verwechselt; wird ^ hiebei aber wiederum 
vorausgeseut« dafs nunmehr die Abscissen in der nun« 
KUehri^eii grofsen^ As^e c genommeQ. werden. 

^. 7« Wenn man a und c nur die halben 

cc 
Axen bedeuten Vklsii 'so bat man yy ir cc •«- — xx« 

aa 

Hierin arrc gea^tsst. gibt yyrzcc-r*xx als die Kreia- 
gleichuDg für den Halbmesser c^ 

• 

$.0» Alle biaher erwähnten Ordinaten y waren 
V9teir Aich parallel« u(id den Abscissen normal. Der 



ik*4^r Folge als bekannt wrati$gt$eiti werden, lxxvix 

I 

parallelen Bchfefen Ordinaten wferde ich mich nie he- 
diehen, dtnn ich habe nie das Bedürfnis itfmpfatideki^ 
die Anwendung der Thieorie aaf die Praxis ganz ün- 
Aöthiger Weise mir dadurch %vl erschweren. Nament- 
lich sollte man sich fütdie «nschaulichen analytisch, 
geometrischen jConstructionen in der höhern Mechanik» 
niiteV dett parallelen Ordihatbn lediglich der brthogo- 
tia) c'ooirdiniltten bedienen. , 

Die gedrehten^ polariisChen Ordinateh aber isik^d 
nicht tMc ftlr mahcbe Curv^'n , s* B. für die Spiralert» 
11. 8. w* Ungleich bequemer» als die parallelen mit ih* 
rer parallelen progressiven Bewegung; sondern selbst 
.auth bei andern Curven^ Weifche überhaupt genom- 
men durch parallele Ordinaten sehr gut bestimmt 
%yerden» ist es gleichwohl Für einige ihrer Ahweti« 
düngen bequemer, ebenfalls der polarischen Ordinaten 
sich zu ^bedienen. 

§. o* in iex Parabel jylnhx fig. 5. aej AF— -, 

ao ist F der Brennpunct ^ und FM ein radius vector« 

Der Ort M mag in der Parabel liegen, wo er will» so 

hat man, FMrrv uud deU Winkel PFMr:9> genannt, 

allemal y (zrPM) m v. sin <}>, 

b 
und jt (i± AP) 2: - + V, tos 9 ; folglich statt det 

obigeu J^arabelgleichung yjzzhx 
auch v^+siny* — "T* "^ b* vcosy^ 

Wenn wir liun die Linie r. cos 9 r= U setzen, afso 
u AVscissen aus dem Focus F bedeuten lassen: so ha* 

bcn wir V*. sin 9* m — + t^» ^i"® Gleichung für diö 

Patabel mit noch geradlinigen Abscissen ü, aber po- 
lariachen Ordinaten vizFM, die nämlich in F ih- 
ren Pol haben« um diesen Fnnct sich drehend ge- 
dacht werden« 



txaviu Vortr.XI. Einige Cur venglnchvngen^ wetche 

<Sarjt>Ft aber ist es rathsarn, statt der geradlinigf*n 
Abicisaen Heber krammliniffe » und namentlich Kreis- 

; J 

bogen anzunehmen» wie in^er gleichfolgenden Spirale. 

Erklärung. 

§.10. In der Figur aey CA — a» ACRrry ein 

veränderlicher Winkel und ARzzaarc^) die Länge 

dieses Bogens» auch pzrasx die Länge des ganzen 

Umkreises;, und der durch den Winkel (p bereits, ge- 

AR a 

drehte Halbmesser CRir» werde um RM n — — 

P 
aarcQ).a arc^ ,„ ^ • «• . »^ 

— « L-^ — 1 , a verlängert^ so ist M ein Punct 

in der Archimedischen Spirale. . • 



Z u 



t z. 



Würde daher AR — a* arcy n ^ und RM^r 9 ge- 
kannt» so würde durch die bogenförmigen Abscissen 
f- und die aus C divergirenderi Ordinaten 9 die Spi- 
rale AMOBDE bestimmt werden. £s ist aber ge- 
wöhnlicher und in mehrer Hinsicht bequemer, den 
ganzen radius trector CMzir^p als die Ordinal^ zu 
betrachten. Wenn wir nun diese polarischen Ordina- 
ten CM rr V und die kreisbogenförmigen Abscissen 
ARzna, 9> nennen, wo 9 den arc 9} bedeutet^ ao ist 

v~a-|--^.a die Gleichung für die Spirale» indem A 

als der Anfangspunct der bejahten Absciaseii a 9) be- 
trachtet wird» welche dort m)t 9 = ihren Anfang 
nehmen« 

Für yrrgo® , 9 = 0*90^ t 9 = 3-90^ • 9=360^ 

erhält man 

diePuncte O . B . D , ' E 

in der Spirale, welche bei unendlich fortgesetzter 
Drehung ohne Ende. umlaufend seyn wird. Nach der 



I» ier Folge als. bekannt vorausgtäettt werden, ucxix 

^eflUn bejaliteii Umdrehnng itt der Spmlpiinct' £ iiril 
n t:r^ Rflch .der eweiten bejahten Umdrehung nnr 5r^ 
yBU9*vr, von dem Mittelpuncte C entfernt, welches am 

. deatlichijten einleuchtet» wenn man statt des bisherig 
gen ^ lieber n. is «■ -f^ ^ schreibt ^ also nanm.ehr unter 
g> irnmernnr einen Bogen versteht, der kleiner als der 

' Halbkreis ist; wodurch wir nun fux die bejahten Dre- 

n s V }- 9h 
hangen die Gleichong v ~ a -| — • -LJl a erhalten. 

Natürlich findet auch eine negative Umdrehung 
statt, durch welche die Spirale C, D', u^s.w* erzeugt 
wird« Da nun auch diese negativen Umdrehungen 
ohne Ende fortgehen könnend so ist die Spirale, wel- 
che durch die Gleichung v — r + — * ' ^ r definirt 

wird« eine Curve, deren bejahter und verneinter 
Theil ohne Ende umlaufend ist. 

Was nach dieser unserer Darstellung der Spirale 
durch die erste verneinte Umdrehung bescbrle- 
ben wird, mufs man aus dem Mittelpuncte C anfan- 
gend schon durch die erste bejahte Umdrehung er- 
halten, wenn man, wie es bei den Analysten ge- 
wöhnlich ist, die Gleichung v rr-^a ansetzt, uni 

diesen innerhalb des Kreises liegenden Theil der Spi- 
rale hat Archimedes die erste Spirale genannt* Die 
zweite, dritte heifst ihm, was dann durch die zweite, 
■ dritte Umdrehung u, s. w. beschrieben wird. Dieses 
kann am Archimedes nicht getadelt werden, wohl 
aber an einigen Analysten der neuem Zeit, dafs auch 
sie die durch ihre algebraische Gleichung bestimmte 
Curve ebenfalls in dem Puncte C begränzt meynen. 
Vega ist der verneinten Drehung richtig eingedenk 
gewesen. 

Uebrigens schien es mir rathsamer» den Anfangs- 
punct der Abscisseui also den Anfang der bejahten, 



taabSL t^6r§t. XiJ SiniffB CutimitUUhungM^ etc. 

fblglldiatich •cfalechlhiti togenantiteti Spirale, ih A im 
»nnehnpien ; weil bei allen den Spiralen » die wir in 
der Maschinenlehre mii benntten haben » ihr Anfang 
abhon eine siemliciie Entfernung vom Pole hat« und 
gerade diese Entfernung of^lla sehr bequem dem 
Halbmesser des Absdssenkreises gleich gesetzt wird» 

CNoeh «ini^ii rftdkttladigS Vorinriiiiianüigta k5iiil#ii fdf 
dsh airtitsn Band ftesshoben bleibon, ^ 
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Differentialirechiiung. 
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JEr s t e s C cipibel^ 

'Begriffe i)On Functionen^ Einige Beispiele der 
jDifferenzenlehre i , Differenzen • und Differential ^ 

Quotient^ 



§•1« V Y ünsclit man die Bewegung einer Afa« 
echine oder Natureracbeinnng der mathematischen 
Theorie «u unterwerfen : so wird vor allem in Frage 
211 nehmen seyn» von welchen andern beständigen 
oder veränderlichen Gröfsen (Vorerinnerung II.) 
diese Bewegung abhängig sey. 

Wäre man gewifs » dafa dergleichen Bewegung u 
wäbrend ihrer Zeitdauer t, lediglich in den drei Grö« 
fsen ä» X undxy begründet seyn könne: so würde man 
aie eine Wir^kung der a, x und y während der 
Zeit t nennen ; dürfte aber es anstöfsig finden , diese 
n eine Wirkung aus a» x« y und t zu nennen, ob» 
gleich die u auch von dem Zeitverlaafe t abhän- 
gig ist. 

Will man femer aU gewifs oder dcfch als möglicK 
andeuten, dafs aufser den angeführten Gründen u^x^j 
noch andere bewegende Kräfte oder Bewegungshin«*- 
demisse auf die Bewegungen Einflufs haben könnten, 
dessen ungeachtet aber dieae doch in so fern 5chon 
betrachtet werden soll, als man aus den aufgeführten 
drei Gründen auf sie £U scbliefseil vermag: so 
würdd tutxk ebenfalls Bedenken tragen, die u icbletbt« 






4 Cap^ it Begriffe von Functionen. 

« 

hin die Wirkung dieser drei Gröfsen zu nennen » nur 
etwa eine respective Wirkung sie nennen wollen« 

§« 2« Allerdings ist es nun im Allgemeinen ge- 
wöhnlich» eine Gröfse u, die vpn a» x, y, t abhängig 
ist, in dieser Hinsicht eine Function von diesen 
vier Gröfsen zu nennen, auch wenn einige oder alle 
derselben nicht veränderlich sijid. ; 

In der Arithmetik sind Stimmen und Differenzen 
von ihren Additiven und Subtractiven abhängig. Je- 
des Froduct ist von seinen Factoreni jeder Quotient 
von seinem Dividend und Divisor, jede Potenz und. 
jede Wurzel vop ihrer Stammgrqfse abhängig. , Will 
man nun in der Kürze andeuten, dafs eine GrÖfse 
durcji irgend eine oder mehre von diesen arithmeti- 
schen Operationen des Addirens, Subtrahirens, Multi- 
*plicirens , Dividirens oder Wurzelziehens aus den Grö- 
fsen A und B müsse dargestellt werden können: so 
pflegt man allerdings zit sagen , dafs jene Gröfse ir- 
gend eine arithmetische Pupction der A und 
B^sey, auch wenn w^der A noch B eifie veränderli* 
che Grörse ist. 

$• 3* Wenn man aber f ermittelst der Diffe» 
renzenlehre, oder — den stetig wirkenden Na- 
turkräften meistens angemessener, und einzig 
angemessen — vermittefst der Differential - Me- 
thode, Theorie zu finden oder anzuwenden sucht: so 
hat man nur solche Aenderungen oder Aenderungsver- 
hältnisse in Frage zu nehmen, welche durch die ver- 
änderlichen Functions th eile dergestalt bestimmt 
werden, dafs man niemals veranlafst ist, eine be- 
ständige Gröfse für eine Grund gröfse der Func- 
tion, das heifst , für eiKen solchen Theil der Func- 
tion anzuerkennen, auf welchen die Anlage jenes Cal. 
culs zu gründen wäre. Daher ist es dann vermuth- 
lich auch dabin gekommen » da£s man gar^ häufig le- 
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. diglich die veränderlichen Or^fsen , -vrelche in^ einer 
Function .vorkommen , zu nennen pflegt , Wton man 
sie- in Hinsicht ihrer Bestandtheile andeuten und vom 
todern unterscheiden will.'' 

^Sej zum Beispiel u die freie Fallhöhe . eines KOr- 
pers m, der von unserm £r<ik5rper, und zwar» unter 
den dahin gehörigen Umständen und Bedingungen« voa 
der sämmtlichen Masse M desselben, als ob sie in ei« 
nem Mittelpuncte C vereinigt -vväre, angezogen wird: 
so mufs diese u nicht nur mit der Zeitdauer t 
aich ändern; sondern im Allgemeinen auch von den 
beiderseitigen anziehenden Kräften abhängig sej^^. 
Wollte man nun darauf achten, dafs mit der Entfer- 
nnng x zwischen m und 0, welche während des Fal- 
lens sich immerfort ändert, auch jene beiderseitigem 
Ziehkräfte veränderlich sind : so würde bei dem An* 
legen der Differential • Methode gesagt werden, dab 
lifiah u als eine Function von t und x und den 
beiden Ziehkräften zu betrachten habe. 

Sey aber m so äusserst klein gegen M , dafs die 
Ziehkraft, welche m gegen M ausübt, als unbemerkt 
bar zu beseitigen ist; so wird die einzige dann noch 
übrige Kraft, mit welcher die Masse des Erdkörpers 
den kleinen Körper m an sich zieht ^ in Hinsicht des 
veränderlichen x so gut als völlig einerlei bleibend 
aeyn, wenn. ' ^ ' , 

i) die gesammte Fällhöhe u in Vergleich mit x 
eine so unbeträchtliche Länge ausmacht, dafs selbst 
auch (e-^u)* vom e* nicht beachtungsvverih ver- 
schieden ist, indem e die gröfste anfängliche Länge 
des x, also e — u dessen letzte und 'kleinste Länge 
bedeutet , - und wenn dabei 

9) von der anziehenden Kraft des M vorausgesetzt 
wird, dafs sie als eine absolute Kraft wirke, näm- 
lich, der wachsenden Geschwindigkeit des fallenden 
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Körpers nngeacbt^t, imm^Tfort gleich staric au£ 
ihn wirke. Diese sich immerfort gleich bleibende Wir- 
kung w^rde nun dadurch geme^se^» dafs sie dem 
fallenden Kfirper -wahrend jeder Zeicsekunde seines 
Fallens den constanten Geschvyindigkeitszuwachs 2 g 
beibringt: so ist Trzegt, die Geschwindigkeit am 
Ende der t*«» Seku^idet eine Function des einzig 
veränderlichen t; und wenn man dann durch 
Differential- und Integral- Methode aufu= gtt ge- 
schlossen hat, so pflegt man zu sagen » dafs man nun- 
mehr die gesuchte u als Function von t gefunden 
habet obgleich sid auch von g« der Fallhöhe in der 
ersten Secutide allerdings abhängig bleibt. 

f. 4. Auch wo man *die VerSnderung einer in 
Fmge genommenen, Gröfse u» als von mehren verän- 
derlichen X, 7» z abhängig zu betrachten genötbigt ist, 
pflegt man sich die Untersuchung vermittelst der Dif- 
fsrentialmetbode flicht selten dadurch zu erleichtern, 
dafs man zuvörderst nur die eine x» dann erst eine 
lindere 7, u.s.w. als veränderlich behandelt; und 
selbst in diesen Fällen pflegt man zu sagen , dafs man 
die u zuvördeirst nur als eine Function des x, 
di^nn ,als eine Function des 7» u. s. w* behandeln 
wolle. 

Durch diese und noch andere Betrachtungen , de-* 
ren Erörterung hier zu weit führen würde, und die 
erste Entstehung des Function - Begriffes in der Ana- 
lyse» mit dessen nach und nach eingetretenen Umän- 
derunge;» betreffen müfste, sehe ich mich veraolafst» 
diesen Begriff, welcher gegenwärtig von einigen Leh- 
tetn dem $. s. gemäfs gegeben wird, hier mit andern 
4er Di f ferentia 1 - und Integral - Methode ange- 
messen einzuschränken; wobei es übrigens gerathen 
ist» zuvörderst nur für algebraische Functio- 
nen» oder doch nur vermittelst derselben für die 
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. transscendenten sich auszndräckei:^« Denn indem ymt^ 
bei den «ämmtlidhen ^algebraischen auch dei;en Be« 
Handlung , nebst dem zweckmäfsigen Erfolge dieser 
Behandlung werden kennen gelernt haben : so werden 
■vrir während des hier befolgten Vortrages, auch die «11- 

« gemeinste und wesentlichste Eigenschaft aller Functio*« 
nen, d.er algebraischen nnd nicht algebraischen 9 schon 
richtig und jenen Methoden angemessen , aufgefaist 
bähen, welches dagegen im Voraus weniger gelingen^ 
oder viel nmständlithe Erörterungen herbeiziehen 
würde. 

Erklärung. 

$•5.' Was entweder aus einer veränderlichen 
Orfifse X allein genommen, oder aus ihr und andern 
nftveränderlichen Gröfsen , dnrcb bestimmte alge- 
braische Operationen entsteht, heifst eine algebrai* 
sehe Function von x; z. B« xy^; fx, auch x selbst, 
sobald man es z«B« als i«x betrachtet; desgleichen a x ; 

gleichgiltige Ausdruck (a-{-bx)!H, 

Z u s a t z u 

^, 6, Jede ihrer Oröfsen, wie n und ~, welche 
ala Potenzexponent vorkommt» mufs zu den bestän- 
digen, unveränderlichen gehören* Denn wenn 
aie selbst noch veränderlich wäre: 90 wäre ja diese 
Operation der Fotenziirung noch nicht bestimmt ange- 
geben, und würde dann eine transscendent^, eine 
das Vermögen der Algebra überschreitende Operation 
verlangen können« 

Der Ausdruck a^ ist daher keine algebraische 
Faipction des x, und wird , sogleich durch unsere Er- 
klärung davon ausgeschlossen. Nicht algebraische, 
aondern transscendente Functionen des x aind auch 
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j(. B« die X im X — tln x; Xrrtangx; im Allgemei- 
nen schon defshalb, weil die Regeln zur Auffindung 
dieser X nnir für einige Bogen und Winke] x» nicht 
fiBt alle, ^urcb die Operationen der Algebra genau 
können ausgedrückt werden. Eben so ist Xirlog^x 
"eine transscendente Function des in^ weil, in keinem 
logarithmischen Systeme für alle x- die Auffindung ih- 
rer Logarithmen durch algebraische Operationen genau 
ktinn bestimmt w'erden« sondern alles was algebraische 
Operationen dafür £u leisten vermögen • ' in solchen 
unendlichen Reiben besteht, welche die allge« 
meine Abhängigkeit »wischen dem Logarithmen und 
der logaritbmisirten Gröfse desto genauer bestimmen, 
je weiter sie fortgesetzt werden; die völlige Genauig- 
keit aber nicht gewähren können » weil immerfort 

' noch ein Rückstand der Fortsetzung übrig bleibt, 

Z u Jt a t z, fl, 
§« 7« Die sechs algebraischen Operatib«» 
nen sind Ad^iiren, Subtrahireut MultipHci- 
-ren» Oividiren» Fotenzüren und dasFor^ie^ 
ren der so genannten Gleichungs wurzeln. 

Da? Fotenzüren» das Auf&nden einer n^^ Fotenz, 
beibt Erhebung zur n^^° Dignität, wenn n eine 
ganze Zahl ist, heifst dagegen r^^ Wurzelzi^b ttng, 

wenn n— r istj und kann sich in Fotenzerhehnng 
nnd Wurzelziehung s^erlegen müssen, is. B. W^nu 
(ßJ^z^)^ als r(6+^^)"* «oU gefunden werden, 

w 

Eben diese Eintbeilnng kann «uch auf verneinte 
h angewimdt werden^ weil '^''^ — rf^'^y^j i«*t 
die Stammgröfae Tt oder im letztern Ausdrucket 
die Stammgrör&e ^ inag lejrn, w^a sie wUl^ (Vor^ 



I 
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.eflnnerun^ V.). Indessen \var es Wer nur Absicht 
darzulegen t dafs die Operationen der Fotenzerhebung 
und der Wurzelj^iebung, "welche in der gemeinen Zif- 
fern -AritbmetiH so sehr veschjedene Operationen aus- 
machen, in der Algebra dagegen vermittelst ihrer Fo- 
ten;%enrechnung» als ^eine einzige Opei^ation aufgezählt 
%yerden kpnnen, und dessen, ungeachtet die Formi- 
rong der Gieichungavfttrzeln a» B. die Angabe dea 

X;;;;^^q; |- 6^ + ^^'^ ^ieGleichung XX + xX 

^B aufser der Fotenzürung noch andere Operationen 
mit benutzen mufs, Uebrigeiis wird man späterhin 
schon von selbst es bemerken t ivarum es scliicklich 
•^ar, die Formjrung der Gleicbung^wurzeln , ob- 
gleicb man sie für höhere als quadratische Glei- 
chungen • allgemein brauchbar noch nicht, zu leisten 
-weifs« dennoch und sogar eben, deshalb auch, als 
^M besondere algebraische Operation aufziiführen. 

% • • 

\ 

Z u Jf a t z, s, 

^. g. Das eben hergeschriebene X» auch eben so 
abhqn X^ + T'x ist cin^ »weiförmjge Function, 

nn4 X^fx auch 'eben so ahix eine drei förmige,^ 

Überhaupt Xrrxrrr'Tx eine r förmige Function, weil 

€8 für jede r^® Würze) r verschiedene* algebraische 
formen giebt. 

pergleichen r förmige Functionen werden in 4er 
Folge als r malig einförmige bebandelt, indem ja j ede 
Form für sich betrachtet werden mufs. wenn man 
aus Veränderung der Grundgröfae auf die 
VerSnderung der Function, und dadurch 
auf deren gegeitseitige Aenderungsgese-* 
fze schliefsen will» • 
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§.9, Eine Function von z'wei veränderli- 
chen Gröfseij, wäre sogleich un xy, falls die x und 
y von einander unabhängig veränderlich sind. Wäre 
dagegen noch eine Abhängigkeit zwischen x und y 
gegeben» z. B* dAfs x-}-y~a seyn solle; so könnte 
xnan sogleich umax — x'x. schreiben» und als Func- 
tion des einzigen x bebandeln. Eben so kann mau 
eine Function von drei veränderlichen Gröfsen, wie 

11 rr xyy4-az» sogleich als Function von einer 
Veränderlichen darstellen» Falls uns awei Gleichungen 
zwischen den dvA veränderlichen Gröfsen gegeben 
eindt durch welche zwei derselben eliminirt (ausge- 
sondert) werden können. 

Indessen ist es auch in solchen Fällen meistens 
bequemer, oft auch zweckdienlicher, eine Function 
von mehren veränderlichen Gröfsen zuvörderst 
als solche zu behandeln, nämlich so zu behandeln, 
atsr ob die mehren veränderlichen Gröfsen von einan- 
der unabhängig veränderlich wären. Auch würde die 
Darstellung der DifFerenziirungs - Regeln unbequem 
zerstückelt werden, wenn man sie etwa Anfangs auf 
lauter Functionen von einer einzigen veränderlichen 
Gröfse einschränken wollte. Bei den wenigen Beispie, 
len aber, die wir aus der allgemeinen Differen- 
zenlehre hier voranschicKen wollen, ist diese Ein- 
schränkung rathsam; weil die Absichten, weshalb sie 
hier beigebracht werden, durch Functionen mit einer 
einzigen veränderlichen Gröfse am kürzesten zu er* 
xeichen sind. 

Zusatz 5. 

§, 10. Auch unter solchen algebraishen Ausdrü'* 
cken , die nur eine einzige veränderliche Gröfse x ent- 
halten, giebt es mehrere 
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Wie Xr=— ; Xirx— x J X— ^ 

X" a— X 

deren Oröfde nx^ — i;rro ; ±:a bei al- 

ler Veränderung des 3^ nn verändert bleibt« "weil die 
aritbmetiachen Operationen, -welche der Ausdruck an* 
giebt, in Hinsicht^ des x einander aufbebend sind« 
Nach $.5- müssen sie Functionen des x heifsen, und 
aus mehren Gründen würde es namentlich auch iri 
Hinsicht der uns bevorstehenden Differential- und In- 
tegtal- Methode nicht rathsam seyn, den dortigen Be- 
griff so abzuändern 9 dafs sie ausgeschlossen würden. 
Da indessen bei ihnen einige von den Absichten ge- 
täuscht 'w^erden;. weshalb man jene Methoden auf 
Functionen anzuwenden sucht , so mögen sie in die- 
ser Hinsicht Schein Functionen heifsen. 



Erklärung. % 

§.11. X sey irgend eine Function des veränder- 
lichen Xf so wird durch Ax ein beliebig zu wählen- 
der, doch dem x allemal gleichartiger und dadurch 
additiver Znsatz bedeutet, welchen man dem verän- 
deHichen x eigenmächtig beilegt , um den durch ihn 
für die veränderliche Gröfse des X verursachten Zu- 
satz A X zu finden. 

Da es allgemeine Gewohnheit ist, den Znsatz Ax 
eine Differenz des x, und den dadurch bewirkten 
Zusatz AX eine Differenafi der Function X zu nen- 
nen: so wollen wir diesem Sprachgebrauche getreu 
bleiben^ und ihn unserm Gedächtnisse beifällig durch 
die Vorstellung machen, 

dafs doch x-|-Ax um Ax vom x, 

und X4-AX um AX vom X verschieden 
ist, auch, wie wir sogleich sehen werden, AX als 
X-|-AX — X durch Abziehen gefunden wird. 



» 
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A u f g a b €f 

$. ifl. Die Differena AX einer Function 
X zu finden« 

AuflQSung^ 

Statt eines Jeden x» welches in der Fanction X 
▼orkommti schreibe man x-f-^x» Was darch dieae 
Belegung der Grundgrüfse x aus X entsteht, iverde 
durch X' angedeatet, und die belegte Function ge- 
nannt: so kann man allemal 

von der belegten Function X'r=X-|-AX 

die unbelegte XirX abziehen« 

um dadurch X' — X ^A^ gefunden sa 

haben. 

I. Sej X~ax» so ist X'— a(x-f- Ax) = «*+* Ax 

und — X I — ■: — ax 

also AX zzä/^x 

IL Scy X rrax». 

so ist X'=a(x+Ax)*=«(x'+2«Ax-f AxAx) 
und — X — ax* 

ni. Sey X r= x^ 
•o ist X»r:(x+Ax)'=x'+3x*Ax+3xAx'+Ax» 
und— X _ : — x3 

also AX:i:3X' A3t + 3xAx' + Ax* 

IV. Folglich für Xrrax^ 

auch A.ax^— 3ax*Ax-f-3axAx*-}"«^x* 

Zusatz 1. 

$. i4« 'Im Illten und IVteii Beispiele haben «ivir 
A X* statt A X. A X, und Ax^ statt A x. A x. A x geschrie- 
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^ ben, welches auc)i ein^ eben 00 allgemeine als achiclB- 
liehe Gewohnheit ist; weil ja Ax nicht etwa, erst ^ 
anzeigt 9 dafs x mit einem Zusätze belegt werden aoU» 
sondern A x diesen Zusatz selbst schon bedeület* Bei ' 
dieser einfachen Bedeutung des A x würden ja, wenm 
man (Ax)^— (Ax). (Ax). (Ax) schreiben wollte* ^ die 
Klammern in der linken Gleichungsseite eben so 

' überflüssig -seyn* als sie m der rechten es sind« 

Eben so M^ird ja äüch, weil logx achod den Lo» 
garithmeu das x» und sin arc x schon den sinos des 
fiogens X bedeutet» unter logjc'^ allemal (logjc)"^^ und- 
unter sin arc x^ allemal (sin arc x)<^ verstanden. Obgleich 
> einige Mathematiker mit Unrecht behaupten, dafs (arc 
sin X y^ gar keiden Sinn haben könne : so war es doch 
schicklich einzuführen, da(s man diese Parenthese nur 
schreibe, wenn man den Sinus desBogens2u nehmen 
verlangt, der eine dem n gemäJÜs erhöhte Proportion 
nallinie «n 1 tind arc 3c aufmacht, 2.B» für nZZS den 
Bogen 2 

in \i zrt IL TU wct IL i y 
nnd 1 : arc x ~ y 



• 



Z u s a t z t* 

'§, 15. Inctem Huil aber Ax3^(Ax)3!^Ax«Ax.Ax 
bedeutet und bedeuten mufsf so wird dann frei- 
lich, um s.B. für die obige Function X^jc^ anzudeu« 
ten, dafs AX die Differenz des Xirix^ ausmacht, ge- 
schrieben 

AXrrA. x^:^3x»A3^-f3xAx^-f-Ax^ 

80 dafs der Funct im A. x^ so viel bedeutet« als die 
Klammern in A(x^) bedeuten würden. 

Dieser bequemen Schreibart gemäfs wird nun 
überhaupt A^ x*^ so viel als A(xi^) bedeuten, nur dafs 
man doch der Klammern nicht entbehren kann» wenn 
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cl!d Function aus mehren Gliedern besteht. Z. B. fü^ 
XzZx^'-^-a wird man 'AXrr:A(x^ + a) zu schreiben* 
haben« Denn A. x?-f-a würde die Summen aus A(x^) 
und a bedeuten müssen; da hingegen A(x^4:-a) nuir 
ri:A.x*-HorrA. x^ bleibt, .weil ja nur die verän- 
derliche X mitein^m Zusätze Ax zu belegen 
ist^ (Etwa A«x^-f-a» statt A(x^-j-a) zur Ersparung 
der Klammem zu schreiben, scheint hier nicht rath- 
aam, obgleich es in solchen Reihenformeln , als it.B. 
in Vorerinnerung IV» vorkommen, allerdings ge- 
achehen kann , auch bereits üblich ist.) 

Z u s a t z T* 

§♦ i6* Obgleich 'in dem belegten x'^rrx-f-^x der 
ZusatzAx dem x während seiner ganzen Verän«* 
derlichkeit, also dieser seiner Veränderlich« 
keit unbeschadet, beigelegt seyn soll: so wird 
man doch nicht etwa verlangen kennen, auch einer' 
beständigen Gröfse a, ihrer Bes^tändigkeit unbe- 
schadet einen Zusatz Aa beilegen zu wollen! Im- 
merhin macht ja das Ax eine Veränderung in den 
Gröfsen des x aus, deren eine beständige, unverän« 
derliche Gröfse, als solche, nicht fähig ist. Durch 
mehre Kenntnifs und Uebung in derDüFerenzen« und 
Difterenzial - Methode wird es auch gehörig erltannt 
werden, dafs man niemals Veranlassung oder Bedürf- 
nifa haben kann, auch die Constanten Gröfsen mit ei- 
nem Differential zu belegen; und unter welchen Um- 
ständen es schicklich zu sagen ist, dafs ihr Differen- 
tial ~ o sey« 

Z u s a t z i^. 

$. 17. Da die Belegung Ax eine dem x additive 
also ihm {gleichartige Gröfse seyn mufs: so ist es al- 
lerdings gewifs, dafs die belegte Gröfse jc-|-A^ einer 



, \ 
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von den Zaständen des x aeyn mufa, wenn man 
atch diese x von . diesem ihrem Zustande an stetig 
wachsend denkt; und so ist dann die Differenz det 
Unterschied zweier Zustände des x ; von welcher Vor- 
stellang^man gewöhnlich auszugehen pflegt., Sicher- 
lich aber^ist es ungleich rathsamer und treffender» die 
Differenz Ax als eine Belegung des x währehd 
s^eiiier ganzen Veränderlichkeit geradezu zu 
betrachten« 

Ein praktischer Gebrauch des obigen A. x* 

§. i6t Für Xrrx^ haben wir bereits gefunden, 
dafs A^=:A*.x^=:flxAx+'Ax^ ist. 

Sej nun die Differenz Ax, welche wir dem x 
beilegen wollen , gerade = i » also A ^ ein bejahter 
Zuwachs = 1 : so ist dann A- x^zzfix-f-i» wodurch 
wii^ 25« B. sogleich wissen # dafs die 

der natürlichen Zahlenreihe i; s; 3; 4» 5 ^^c* zu* 
gehörige Quadratzahlenreihe i; 4; 9; 16; 05 etc. 

dergestalt wachsen mufs » dafs für jedes in ihr ge- 
wähltes Glied XX das nächstfolgende x*x*~(x-f: A^)» 
(x-f- Ax)~(x-4^i) (x-|-i) um 2x-f-i gröfser ist» wenn 
man statt x die Wurzel des gewählten Gliedes xx 'setzt. 
Sey 16 das gewählte Glied , so ist i6~xx und 
xrr4, folglich hier 

X«— x-j-Ax— x+tr:4-|-i =5, 
also X* X* — XX ~ 5.5 — 4»4 
das ist A. XX ir 25 — 16 
das ist Äx-f-i ~ 5/4 + * 

Und überhaupt ist durch dieses A* ^X — 2X^t 

erwiesen» dafs für die Reihe der xXf deren x Von 

x~o an immerfort um 1 wäclist» 

also für die Reihe o; i; 4; 16; s5 etc» 
die ungraden Zahlen 1; 3; 5» 7i 9 ^^c» 
die Reihe der ersten Differenzen ausmachen^ 



• 
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Zweite I) if/er i nz BH. 

$. 19, Nicht hnt A. 3c 5t :±: fl it 4- i • welche* ffit 
Axrri den Zuwachs des jcx atismacht, ist hier of- 
fenbar tioth ferner bine Function Von je, sondern es 
touf§ auch überhaupt das allgemeine J^.txzz^t^x 
+ A^A^ allemal eine Punbtioh des einzigen x, 
äas heirst lediglich eine Function Von einer Verln- 
derlichen (k) 8e)^n^ Wenn Mrif uiis t&tB erste %uir 
Regel mia eben, für die Belegung der Grtindgt&rse 
X« für die DiÜfereiiiB Ax jedesmal eine sich gleich 
bleibende» beständige Oröfse angenommen eu denken. 

$• s^o« Nicht Hur trird die deutliche Üeber^eii- 
guiig vop der fiiindigkeit des Vei^£ihtetis für den An* 
filnger ungemein erschwert» Weiin sogleich im An* 
finge der Differensenlehre auch die A ^ selbst wie- 
derum VerSnderUcb gesettt werden } sondern man 
hätte auch Recht» hiehiber matichen Lehrbüchelti nocli 
härtere Vot Wurfe tn mathen»' Wenti X die einzige 
veränderliche Gröfse ausmacht», ^ Ist es nicht out 
ganss unnöthig, sondern sogar )( weckwidrig und un* 
schicklich, dal A^c selbst auch Velränderlieh anneli'» 
tnen 2u wollen. Wenn dagegen die Difi^erenssen- ddeif 
Differential - Methode oder (nach des Herrn Lagrange 
Ao genannter Functionenrechnung) das Skelett dersel- 
ben, auf Gegenstände angelegt werden soll, Wo man 
noch ungewifs ist , für welche Von ihren Gröfsen 
man das Gesets ihrer gegenseitigen Abhängigkeit am 
ersten und i&weckdienlichsten dürfte aufzufinden wis* 
sen, und für welche von den mehren Functionen 
und ihren verschiedenen Grundgröfsen man die pri- 
naitive, unveränderlich annehmlicbe' Differenis am 
schicklichsten dürfte anisulegen haben: so kann es al- 
lerdings nothwendig/ oder doch rathsam seyn, auch 
alle Belegungen der Grundgröfsen zuvörderst als selbst 
schon veränderliche Gröfsen zu betrachten* 
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$. si. Da nun 9 auch nach angisnomiisenem un« 
▼eVänderlichen A x , die Differenz A. xxrzsxAx 
-f- AxAx immer noch eine Function des veränderli- 
chen X ist: so kann man fernerhin nach ihrem 
AA«xx» das heifst» nach dem Zusätze fragen» welcher 
für <)ie erste Functionsdifferenz A. xx bewirkt wird, 
wenn man jedes in ihr vorhandene x abermals mh 
einem Ax belegt» wobei nun allemal vorausge* 
setzt wird,, dafs dieses Ax dem vorhin ge« 
braucht>en völlig gleich, seyn soll. 

Erklärung. 

§. 22^ Ueberhaupt pflegt man solchen für die er- 
ste Differenz AX einer Function X bewirkten Zusatz 
durch A- AX, auch ohne Funct durch AAX, auch 
noch kürzer, durch A^X, zu bezeichnen, und die 
zweite Differenz der Function zu nennen. Wir 
haben^schon erinnert, dafs man die so genannte er« ' 
§te Differenz AX als n X' — X allerdings durch Ab- 
ziehen findet, und wir werden sogleich sehen, dafs 
aijch A. AX durch ein ähnliches Verfahren gefunden 
wird« 

Aufgabe. 

§. 23. Die zweite Differenz AAX einer 
Function X zu finden, nachdem ihre erste 
Differenz AX schon gefunden ist. 

Auflösung^ 

Statt eines jeden x, welches im AX noch vorkom- 
mt, schreibe man x-f-Ax; und was dadurch aus AX 
entsteht, heifse (AX)', die belegte Gröfse der ersten 
Differenz: so braucht man von dieser belegten Gröfse 
der ersten Differenz nur ihre unbelegte -Gröfse AX ab- 
zuziehen, um AAX=!(AX)' — AX zu erhalten. 

2 



»» '. 
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Rr8i0S BmispimL 
(. 24. Sej Xnxx, 00 iHm« wif bociis (S.bs) 

•o BBiib dieses iC^^Xzr s^x^x, 
nimlfcb ^iC^ xxrr «Z^^^^x scjm« 
(. f5* Da wir (f. 21) aosdracklich Cestgesetst Imü 
ben« dafs allemal das ^x» mit welchem jedes im AX 
noch übrige x abermals belegt wird, dem bei der 
ersten Jielegong gebraachten A^ völlig 
gleich sejn so^l, fdr dieses aber keine Tcrinderliche 
Grolse aosnnehmen in $• 19. aosdracklich bedangst 
wurde: so ist es hier gewib, dafii die eben gefnn« 
dene swdte Differens der Fnnction x' eine bestiUi« 
dige (constante, vnrerinderliche) GröEse aosmacht;. 
Auch ist es nütxlich sa bemerken, dafs die Form 
derselben, welche darin besteht, dafs sie das Dn- 
plom des Quadrates Ax- Ax ausmacht, lediglich 
von der Form der Function, die GrdTse dieser 
zweiten Differenz aber nur von der Gröfse des ange- 
nommenen Ax, nicht auch von der veränderlichen 
Grobe des x abhängig ist. Will man z. B. die Diffe-. 
renz Ax n: 1 angenommen haben, so ist die zweite 
Fufictionsdifferenz AA* >t* n 2. 1. irra bei allen ver- 
änderlichen Werthen des x; oder will man die Ax 
TZ 2 angenommen haben, so ist A A« ^c^ rr s.d.aizS 
aller Veränderlichkeit des x unbeschadet« 

Zweites Beispie U 
$• 2Q. Sey dagegen Xzzx^t lo wird auch die 
zweite Differenz AAX noch eine Function des ver- 
änderlichen X bleiben. Erst die dritte Differenz A A AX 
wird kein x mehr enthalten, also bei ihrem, wieder- 
um dem vorhin gebrauchfen völlig gleich anzuneh- 
menden Ax» selbst auch unveränderlich seyn* 



( 
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Die folgende Darstellung legt zugleich vor Augen, 
wie überhaupt die Auffindung einer zweiten , lind 
dann auch der dritten Differenz « durch die fietrach* 
tung erleichtert und gut geordnet wird, 

dafs die zweite Differenz A^¥ als er#te Dif- 
ferenz aller Glieder dea aX 
und die dritte Differenz A^X wiederum als er- 
6te Differenz aller Glieder dea A^X 

m 

kann gefunden werden« 

Es ist A. x3 = 5x« Ax ^S^Ax^+Ax^ 

schon gefunden (jj« 15) 

also (A.x^)* == (3x^Ax)^+(3xAx^)'4.Ax5 

und — A.x^ rr — 3x^Ax — 3xAx*--p-ax* 
daher A- A- x^ n A-Sx^Ax-}- A.3xAx^+o 
das ist AA.x^ rr 3. sxAx* +3Ax^ 
also (AA.x=^)' z=(3.2xAx^)*4-3Ax^ 
und — AA >x^ n — s.axA x^ — 3Ax^ 

daher AA Ax^ r= A« 3« «x Ax* -j- o 
das ist AAAx^ n 3.2. Ax^ 



Praktischer Gebrauch. 

$. 27. Jede beliebige Zahl der ersten Säule» in 
welcher wir die natürliche Zahlenreihe aufgestellt ha- 
ben» heifse x» so steht neben ihr in der zweiten 
Säule der Werth ihres xx. 

A» A» X X 



X 


XX 


A»xx 


i 


1 


1 


i 




s 


4 


Z 




• • 




5 




3 

4 


9 
16 


7 

1 


/ 


5 


«5 


9 





X' 
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Untef dem Beding, dafs ^xzzi angenommen 
Bey 9 wird auch in der ersten Siole für jedes b e« 
li^bige Glied» indem man sich dieses als nx an- 
nimmt, in dem nächstfolgenden Gliede gerade 
das ihtfi zugehörige x'!^it -f- A^ angegeben^; neben 
demselben in i\er zweiten Sävle also aqch x^ x* 

Eben so allgemein Werd«n in der dritten SSuIe 
die X* x' — XX !r: A»X^ angegeben, und in der vier- 
ten Säule die (A.^cx)' — A^x !r: AA*^>^ 

Gesetzt nun, man habe die A*xx bis zu ihrem 
vierten GUedeg hin durcb bloses Abziehen i 3^ 4 — < > 
5 = 9—4 u. s. vr, aus der bis 85 ^i" verfertigten 
Säule der xx gefunden; und leben so habe man, -die 
hingeschriebenen drei Glieder der Säule A A* ^3c durch 
hlofse Abziehung aus der schon bis 9 vorhandenen 
vorhergehenden Säule der ersten Differenzen gefanden : 
80 wird die Erscheinung, dafs die ersten drei AA«xx 
alle na ausfallen, zur Versicherung dienen, 
dafs die Tafel der Quadratzahlen xx bis 
znm XX — 05 hin richtig sey. 

Da vrix ferner im voraus wissen, dafs jedes 
AA'XX !±: 2 seyn mufsi so hätten wir, sobald uns 
von den obigen Säulen nur der Anfang bis zu den 
punctirten Linien hin vor Augen stand, alle folgen- 
den Glieder durch bloÜses Addiren finden können« Denn 
s-]-3 mufs die 5, und 5 *4~'4 ^^^ 9 geben« Ferner mufs 
dann ti -{- 5 die 7, auch 7 + 9 d*^ ^6 geben. Hiermit 
liegt vor Augen, wie man die Quadratzahlen- 
Tafeln auf eine sehr leichte und sichere Weise ver- 
fertigen konnte« 
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$. S8» £bea 6a kann nach folgendem Schemk 
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x' 


A.x» 


A A- x' 
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die Tafel der Kubikzahlen durch blorsea Addiren der 
dritten nnd zweiten, der zweiten und ersten Diffe- 
renz mit leichter Mühe und grofser Sicherheit fortge* 
aetzt werden, 

Aum* Alle dem Gescbäftsmanne nöthigen Rechnen- 
knechte la&sen eich auf diese Weise leiqht 
verfertigen, weil man bei ihnen, wo nicht 
schon die zweiten, doch die dritten Diffe« 
renzen, selten freilich ganz beständig, aber 
doch meistens so wenig veränderlich finden 
wird, dafs man sie für ziemlich lange Säulen 
des Rechnenknechtes ohne merklichen Fehler 
als unveränderlich gehrauchen kann« 

B,r K l ä r u n g u 

$.29, Sey X. eine beliebige Function von x, wel- 
che ihren Zusa^, so genannte PilFerenz AXt eben 
dadurch erhält, dafs ihrer veränderlichen GruqdgrÖfse 
X der beständige, unveränderliche Zusatz A x zugelegt 

ist: so würde der Ausdruck ^= — angeben ^ wie viel- 

mal der Grundgrüfae Zusatz Ax ^^ dcna Functions- 
znwachse aX enthalten ist, falls A^c und AX, 
folglich auch x und Xxgleichartige Gröfse:!^ sind, 
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oder doch dafür gesorgt ist, dafs sie arithmetisch als 
solche können behandelt werden^ Sehr absichtlich 
aber wollen wir derg^ichen nicht ausbedingen , son- 

dem uns allgemeiner auisdrücken , und dieses . 

den Differenzen- Quotienten nennen; auch hier 
unter Quotienten ganz allgemein die Gröfse verstehen, 
welche aus der A^» durch Ax divisorisch bebandelt» 
als diejenige Gröfse sich ergiebt» welche durch A^ 
multiplicatoriseh behandelt, die AX wieder hersteU 
len würde* 

AX ' 

$• 30, Der Quotient -- — mufs daher eine Gröfse 

. ^^ 

TOü zwei Dimensionen seyn, wenn A X von drei Di- 
mensionen, und A^ die eine davon ist. Bei geome- 

A Y 

irischen Dimensionen also — — eine Fläche, wenn 

Ax 

"AX ein körperlicher Raum, und A^ ntir eine Linie 
^st; muCi dagegen, wenn x und daher auch Ax eine^ 

FlSchq ist, der Quotient ^ — eine lineare Gröfse sejn, 
Z, B. eey Xnx^ ein Kubus, dessen Seite 3t ist^ 

A x^ 

ao mufs der Differenzenquotient ^=^ — ~3x*+3^Ax; 

A X 

+ Ax^ eine Fläche seyn. 

A Y 

Für Xrrxx ist der Differenzenqnotient — — ~sx 

Ax 

+Ax, also eine Linie, wenn X ein Quadrat seyn soll. 

ay 

Stj Xzzzjf so ist der Differenzenquotient =— 

!üra, also die constante Grundlinie a, wenn Y ein 
Rechteck über derselben mit veränderlicher Höhe y ist. 

$« 31« Allerdings würde man statt des obigen 

A x^ 
Quotienten—-^ — zz 3x* + 3xAx -}- AxAx das 



/ 
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f » 

Verhältnifs -=— r— ITS-t h3 ^ 4- ■= =i- 

i.i.Ax i*i ' i. 1 • i . i . 

gebrauchen Können, in welchem i die lineSre Ein- 

X ' ' 

heit bedeutet, welche — mal in der. Linie x enthalten 

ist; wodurch man nun statt des vorigen Quotienten, 
welches eine Fläche w^ir, die Grörse eines Verhältr 
nisses durch eine blofse Zahl ausgedrückt hat« Aber' 
jene Quotienten gewähren ja eine so anschauliche, Dar- 
stellung, dafs man vielmehr, auch wo man es mit 
blofsen Zahlen zu thun hat, die durch Geometrie 
veranlafsten Begriffe von Dimensionen auf sie anzu« 
wenden suichen sollte» 

$• 52* Arithmetische Dimensionen sind Multipli- 
catoren (Vorerinner, VI. ) und der Differenzen« 
quotient ist ein Froduct aus m — n Multiplicatoren, 
wenn der Dividefnde AX ein Froduct aus m FactO" 
ren, der Divisor A^ ^^n Froduct aus n Fäctoren ist. 

Gesetzt daher, es sey späterhin irgendwo Bedürf« 

A. x^ j A X 

— — sondern - — ; 
Ax A. X 

quotienten zu betrachten : so brauchen wir nur zu 

bedenken , dafs -r — 5 auch ~ -^—J — r ist. Solche zu 
' A.x* A. x^ 

Hülfe genommene Mukiplicatoren 1 müssen uns hier 

eben so gut verstattet sejn, als im vorigen §« die' 

herbeigenommenen Divisoren 1 . i. 



nifs, nicht— ^ — sondern 5 als den Differenzen- 



I 



34 



Zweites C api bei. 

"Differentialquoticnt ^ der werdende^ der gewordene 
genaue. Formenvollständige, Gröfsenv ollständige, 
Calculatorische Erklärung der Differentiale. Vor- 
läufige Erwähnung ihrer dimensorischen und phoro* 

nomi/chen JErklirung. 



\ 



I ^. 



Erklärung. 
%. X. Der Function X allgemeiner Differen- 

A TT 

xenquotient ^-', dessen Ax jede noch so grofse 

oder noch so kleine Belegung der veränderlichen x be- 

- deuten kann, allemal aber eine der x gleichartige Gröfse 

^iejn mufs (I. $. x\), ist zum Differential quo tienien 

gemacht» und wird daivn -\ — geschrieben, sobald man 

eich statt jenes A ^ ein d x , als eine immerfort klei- 
ner werdende und bis auf z: o hin stetig abnehmende 
Belegung der x gefordert denkt, und unter dX, -die 
durch jenes dx bewirkte, also ebenfalls bis auf =o 
hin aisnehmende Belegtheit der mit x veränderlichen 
Functions gröfse X versteht, 

CDie mehren erweiterten Begriffe von Differential* 

quotienten zu beachten, ist erst späterhin rathsitm, ^enn wir 

denr hier gegebenen werden erörtert und gerechtfertigt haben, 

/ der es nur mit einem Functions -Differentiale zu 

thun hat, und mit dem wir völlig aufs reine gekommen seyn 

mOssexi, wenn wir mit Conse^uenz und Deutlichkeit z, B» 

dX 
auch einen Differential quotienten - — zulassen wollen, dessen 

d X 
Divisor dx selbst schon den Differentialqaotienten tinev an- 
dern Function, X voraussetzt. 



\. 



» '' 



Cap^ IL JDiffcrc7Uial)juotictU^ 25 

AX 
«. B, für X = x* i8t=^r:fi5c + Ax, also der 

Ax 

DilFerentialquptient «-pir8x-|-dx; 

Für X=x3 iat ^=3x'+3xAx + AxS aUo 

A X ~ » 

J Y 

der Differential^uotient «-p ZUZ Sx^-j-Sxdx-j-dx*. 



4^ u j- a ^ z 1* 

$. 51. Im letzten Beispiele hat man das von Ax 
und dx unabhängige Glied 3x^ (im ersten Beispiele, 
sx) als diejenige GröHse vor Augen» welcher die mit 
dx veränderliche Gesammtgröfse des mehrgliedrigen 
.Differehtialquotienten immerfort sich* nähert» so lange 
dx noch immerfort kleiner und Kleiner werdend ist; 
und ganx genau ZZ^x^ (im ersten Beispiele zi2x) 
mxits der Differentialquotient geworden seyn» wenn 
dx völlig =0 geworden ist« 

Dieses 3x^ ist demnach für den Differential« 

dX d x^ . 

qnotienten — ~ -t— » die G r 8 n z e seiner Näherungs- 

/ »IX ÜX 

^ werthe, oder deren letzter Werth» eo lange man 
ihn selbst noch in seinem Werden hegriffen denkt; 
Kann aber mit vollem Hechte» und allgemeiner, 
auch fiir andere Differentialquotienten richtig« 
dc^r genaue Werth» oder auch schlechthin der 
Werth» auch die Gröfsedes Differeniialquotienten 
von uns genannt werden» weil wir ja\on seinem 
dx gefordert haben» dafs es bis auf*~o hin 
wirklich abnehmenjd seyn soll. , 



Allgemeiner , richtig! weil es ja z. B* die 
Function X r= a x gibt» deren Differenzenquotient 
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^— m keinen .vom Ax noch ibhingigen Werth hat» 

und deren Differentialqnotient --r- ~ a ehen deshalb 

auch keine mit dx sich nShrenden W^rtbe haben 
kann; daher wir hier einen Differentialquotienten vor 
uns sehen, der irgend einer Annäherung an einen Gränz« 
-werth gar nicht unterworfen ist, indem er vielmehr 
für jede Oröfsedes AX nnd des immerfort kleiner 
werdenden dx unverändert sich ~a angibt , *und da* 
her diese Angabe nach dem Gesetze der Stetigkeit auch 
für dx~o seinen einzig richtigen, also auch seinen 
genauen Werth ausmachen muTs« 

4 , 

\ 

Zusatz a. 

§. 3. Wenn man die Verkleinerung des dx auch 
noch über die o hinaus also algebraisch in die nega- 
tiven •— d X hinein fortsetzen wollte : so würde z. B. 
bei der eben erwähnten Fudction X = ax immer noch 

d V 

auch — T*~^ ^^^ ergeben» Da nun zwischen sol- 
chen -{-dx und — dx das dx~o den Uebergang aus« 
macht; so wird dadurch gleichsam eine andersei- 

seitige Bestätigung gewonnep, dafs das -— rra auch 

für d x rr gehören müsse ! 

Aber die Forderung, dafs dx eine bis zur 
wirklichen Erreichung der o hin s-tetig abneh- 
mende Oröfse seyn soll, ist zu allem, was wir 
für die Gröfsen der Diffierentialquotienten im allge- 
meinen zu fordern haben, hinreichend, und al- 
lem diesen geradezu angemessen. 

Die obige Vorstellung von dem Gränzwerthe würde 
durch dieses -|^dx und — dx nicht gerettet seyn, da 
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man vielmehr hiermit seine Zaflucht'xo einem 'Mit- 
tel werthe genommen hätte« 

$. 4* Auch ist es eine blofso. Täuschung » wenn 

inan meinet, dafs z. B* der obige Werth des — ^-p 

rra dem dxrro durch Mithülfe des — dx iiberzen* 
gender» als durch die bis auf rzo abnehmenden ^ dx 
allein genommen t sugeignet werde« Was bei dieser 
Zueignung für unsere sinnlichen Vorstellungen un* 
erreichbar bleibt« das kommt bei dem -{- iix zu o wer- 
den, einmal« und bei dem o zu — dx werden, zum 
zweiten Mahle vor. Einen stetigen Uebergang näm* 
lieb von einer Gröfse bis zu ihrem Nichts« und um- 
gekehrt vom Nichts bis zur wirklichen Gröfse« ver- 
möge^ wir durch unsere, sinnlichen Vorstellangen 
nicht abzureichen ; weil alle diese Vorstellungen ihrer 
Natur nach begrenzt sind, zu jenem stetigen Über- 
gänge aber unendlich kleine, unendlich getbeilte 
^röfsen erfordert werden« *) 7 

§. 5« Dessen ungeachtet aber wird schon jedcyr 
Elementargeometer nicht nur für gewifs erkennen 
müssen, dafs der Winkel $« (Fig. 1) wenn die CD 
sich in die CE hineindrehet, durch stetige Verklei- 

*3 Gefibte Leser werden in der Folge von selbst bemerlten, 
dafs mir mehre Gründe zu Gebote ständen« utn derglei« 
-chen Rechtfertigung durch Mittelwerthe als unschicklich 
darzustellen; z» B, in III« §. 30 1 wo es erinnert wird, 
dafs die allgemein anerkannten Differentialformeln alle- 
mal dje absolute Gröfse des x mit einem dx belegt, 
folglich jedes x-^dx als einen nächsten Zustand in der 
^ absoluten Gröfse des x voraussetzen, also das aL> 
gebraische-}- dx und -^ dx neben einander zu sol- 
cher allgemeinen Kechifertigung nicht herbei zu nehmen 
ist. Ganz etwas anderes ist es» wenn wir z, B. in der 

ds • 

höhern Phoronomie :rr = auch als Mittelworth 

dt 

xechtfenigea ; u« s. w« 
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■*■ 
ncrung wirklich rzo Werdend seyn mub, son- 
dern auch durch die damit' verbundene Dreh- 
tt^gderCD, welche .ipit ihrem jedennaligen £nd* 
puncte D9 die der C£ parallele AB w&hrend der Dreh- 
ung immerfort wirklich erreichend war » wird er sich 
völlig überzeugt widaen, dafa die CD am Ende 
dieaer Drehung zur unendlich groben C£ geworden 
«eyn muase» obgleich dieses Werden und Oeworden- 
aeyn eben so wenig durch* unsere sinnlichen Vorstel- 
lungen abgereicht werden kann« 

$• 6. So gewifs e9 ist, daCs wir sogleich aus 

A Y 

dem Difterenzquotienten —- 11:2 x-)-Axinit einem Ax 

von beliebiger endlicher Qröfse, den letzten Werlh 

• d X* 

sx des 'DifFerentialquotient^n -A — - erhalten wurden, 

wenn wir dieses Ax plötzlich ~ o gesetzt fordern 

d. x^ 

wollten, um auf diese fVcise die Function-^; — ~2x als 

dx 

eine aus Xirx^ abgeleitete Function zu erhal- 
ten, ohne während dieser Ableituug irgend einer un- 
endlich kleinen Gröfse erwähnt zu habend so 
ist dagegen zu bedenken, dafs die stetige Ver- 
änderung des dx und dX biszumnohin, ge- 
rade -diejenige Eigenschaft der Differen- 
tialmethode ausmacht, durch welche sie für 
die ebenfalls stetigen Veränderungen derCurven, 
und für die stetig wirkenden Kräfte bei Ma< 
achinen und Naturerscheinungen so vorzügKch an- 
atellig, ja, ich kann hinzufügen, allein und ein- 
zig, nur wahrhaft xmd wesentlich eingrei- 
fend geworden ist! (Daher man namentlich auch 
der angewandten Mathepiatik wegen, die vvahr- 
hafte Infinitesimalmethode in gröfsten Ehren 
halten» und dagegen das undankbare Verheimlichen 
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ihrer wahren Erfindungsgrande in des Herrn La- 
grange Fanctionenrechnung, für unschicklich etlilä- 
ren sollte; und dieses um do mehr, da* diejenigen 
Lehrer» "Welche auch in den besten bisherigen Lehr- 
'sjstemen^ dift Infinitesimalmethode dem unbefangenen 
Verstände allerdings widerstehend bleiben musten, von 
Herrn La'grange keinesweges für . unrichtig erkannt 
sind ! sondern durch sein System nunmehr so bündig 
ala die Lehren der uralten Elementargeometrie erwie- 
sen seyn aollen!!) ^ 

' $. 7* 'Keinesweges hat man z^ fürchten, dafs 
wegen der dabei mit aufgeführten unendlich kleinen 
Gröfsen dx und dX» irgend ein kleiner« auch nur 
unendlich kleiner Fehler in den Resultaten bleiben 
möchte y die wir vermittelst dieser so genannten un* 
endlich kleipen Gröfsen auffinden werden. Denn 
bei allen denen Resultaten, welche wir durch 
die Differentialmethode allein» ohne hinzukom- 
mende Integralmethode abschliefsen , werden wir 
nur derjenigen genauen Werthe der Differential- 

dX . ' . 

quotienten -p bedürfen» in welchen die dx und dX 

gar keine Gröfse mehr behalten haben , sondern rr o 
geworden sind« Für die Integralrechnung aber 
lyird'es dort erhellen , dafs nur noch ans der Form 
des dX, von dessen Gröfsen dergestalt unabhängig 
geschlossen wird » dafs man sich z. B. statt einer un- 
endlichen ^kleinen Linie dx» nach Belieben auch eine 
Meilen länge denken kann» nachdem man zuvor 
durch völlig rro gewordene dx» aller zu je- 
n^n ^Schlüssen völlig überflüssigen For- 
» mentheiie völlig sich entledigt» und dadurch 
die kiürzesten und deutlichsten Schlüsse sich verschafft 
hat. 
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$. 8. Nur äenjenxgen Werth des Differbntialquo- 

dX 

tienten -;— , welcher nach verschwnndenem , vernull- 
« dx 

tem dx und dX «ich ergeben hat» wollen wir ver- 
standen wissen» wenn wir ihn schlechthin den 
Di fferentialqno tienten nennen. Da es aber 
theils während seiner Anstellung, während der Ahle« 
gung des Calculs, theils auch wegen gewöhn Fi ch 
gewordener Vorstellungen und Ausdrücke (mit 
welchen wir eben dealMlb auch bekannt seyn müssen) 
nützUch uqd nöthig ist, auch das Werden dieses 
letzten Zustandes» oder die Annäherung an denselben 
so anschaulich als möglich vor Augen zu stellen, und 
von jenem letzten Zusts^nde selbst, Falls dieser von 
den vorgehenden wirklich verschieden ist, zu unter- 

scheide^: so werden wir ihn ,-r— während seines 

dx 

noch veränderlichen Zustandes schreiben» und den 

WCi^4cnden Differentialquotienten nennen, seinen 

letzten Znstand aber, in welchem er ~ - geworden 

ist, wo wir neben jenem ihn ausgezeichnet andeu» 
ten wollen, den genauen Differential ^ootieiiten 
nennen. 

Z. B. für X=rx« wird »m ^^^ = 3 x» + S x Üx 

ff 

-f-^x^.sein noch werdender, noch im Werden 

d.x^ 
begriffener Werth, im -j-* ZT Jx * dagegen sein wirk* 

lieh gewordener letzter Werth angegeben ; und gerade 
nur dieser verdient der genaue ( der vollendete ) ' 
Werth genannt zu werden , weil meistens ^nur seinet- 
wegen» um ihn mit Sicherheit und Anschaulichkeit 
zu gewinnen» der noch werdende Werth vorläufig 
dargestellt wird. 
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Zusatz 4« 

§» g. Allerdings aber wird es für einige Formen- 
folgerangen, auch schon in der Diflerentialrechnung, 
wenii wir sie mit völliger Deutlichkeit und Bestimmt. 
heit einsehen und verstehen wollen» noth wendig 
seyn» aus dem werdenden Differentialquotienten 

r- — zuvörderst auf den gliedervollständigen ge- 

dX ' 
flauen DilFerentialquotienten^j^ und dann erst auf 

den schlechthin so genannten DilFerentialquotienten 
dX 

•- — zu schliefsen; z. B«für obiges Xinx^, 
dx 

tl.x^ 
dem werdenden -^r — ir35c^-f-3^3^+*'''x* 6^°^^f* 

d x^ 
zuvörderst -^ — rr 3 x* + 3 * ^^ -|- ^^^ 

d.x^ • ' 

dann erst -^ — rr3x^ sich daszustellen» 

Auch der mittlere, durch ein d von mehr als gewöhn- 
licher Gröfse angedeutet, ist scnon ein genauer 
Differentialquotient 9 weil uns jedes dx, besonders 
aber wo vorher statt desselben ausdrücklich 'dx ge- 
schrieben war, ein wirklich li:o schon gewordenes 

d x^f 
Differential bedeuten soll ; also durch -V-^ r= 3 x^ 4* 

dx * 

3x.o4-o.o die 6i;öfse des genauen Differentialquo- 

d x^ 
tienten eben so genau als durch -^— < 11:3 x^ schon an- 
gegeben wird« 

Z u s a t z 5. 

d^ X* 
$» 10. Da aber in dem -4*-?- ausser seiner Grö- 

dx 

fae 3x^ auch von den iibrigen velrnüllten Gliedern 
ihre Form noch angegeben wird: ao vermögen wir 
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aus diesem form vo1tfttSn<di gen genauen Differen* 

tialqaotienten zil schliefsen, dafs es für die Function 

U.X 
X— x^ ein werdendes rr^~3x*+3x<'^4-'^^^ ^"^ 

' AX 
daher ^uch ein endliches -- — — 3x*-}-3^^^4'^'^^^^®^ 

auch eine allgemeine Differenz AX ~ 3 x^ Ax -|- 3 xAx* 
-|- Ax^ gibt, welche ebei^ deshalb eine allgemeine ge# 
nannt wird, weil sie mit ihrem A^ sowohl endlich, 
als auch unendlich klein, und rzp werdend ^ auch 
~o geworden seyn kann» 

$« 11. Da sich nun in der Folge ergebet wird, 
dafs selbst auch diese allgemeine und endliche Diffe- 

d. x^ 
renz der Function Xzix^, ans ihrem -^ — ~3X^ ge- 
folgert und hergesjtellt werden kann, und eben dieses 
für alle andere Functionen nach und nach sich erge- 
ben wird: so sind wir eben dadurch auch berechtigt, 
das genaue Differential d.x^nsx^dx, diesen iersten 
Theil des formenvollstän^igen Differenzials, für den 
wesentlichen Theil desselben anzuerkennen, durch 
welchen die Formen der sämmtlichen übrigen Glieder 

zugleich mit bestimmt sind. 

£s wird nämlich in der Folge auch von uns dar- 
gethan werden, dafs man für jede Function X ihr 
formenvollständiges Differential 

1 1 Iv 

dXr:pdx + --q dx^ — »rdx^-l l-edx* etc. 

^ . fi*3 Ä.34 

finden kann, wenn man r — ~p gefunden hat, füi^ 

Q X ' ' 

dieses p , Falls es selbst noch eine Function von x 

^ zzq zu finden, und ferner, Falls q 
dx * * 

wiederum noch ein veränderliches x in sich hat, auch. 



ist, kuch ^ — 



13- 

dx~ 



r zu finden weifs, u. s» W» 
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$• 12« Wenn aber die Mathematbiker mit Enler^ 
Calc» differentialiß p^ILCap.X.» diese Reihet die 
übrigens biswejlen mit einer x endlichen Gliederzahl 
abbrechend, bisweilen ins Unendliche fortlaufend ist» 
geradezu das vollständige Differential des X nennen; 
so haben sie darin unrecht , weil sie es ganz offenbar 
auch von der vollständigen Gröfse d^s Differeittia« 
les, nicht blofs- wie wir von der voUständigen Form 
desselben wollen verstanden wissen» 

Zufolge dieser vollständigen Formenreihe , deren 
allgemeine Richtigkeit auch von mir anerkannt wird^ 
mufs auch 

..f.o.uchr:(p+Qq+(Jg.»+ji^.dx+etc.)dx)dx)ax 

•'- ^=P+(h+(5l'+5i4» ^^ + ««•)dx)dx •eyo» 

Da nun, auch wenn q, r, s, etc. solche 
Functionen von x wären , die für einige Werthe ihres 
X einen unendlich grofsen Werth geben, dennoch 
auch bei diesen Werthen des x allemal q. dxrro, und 
r. dxzro geworden seyn mufs, sobald dx völlig no 
geworden ist (Vorerinnerung X §« 9): so mufs 
nun, auch zufolge jener vollständigen Formenreihe»^ 
mit dx~o geworden f 

allemal -^ — ~p-f-o-|-o-f-o 

dX 
das ist -? — rrp» die genaue Oröfse des Differen* 
d X '^ ° 

tialquotienten , folglich" dXrrp.dxrrp. o allemal die^ 

vollständige Gröfse des Fonctionsdifferentiales 

dX seyn. 

3 



t 
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$• ij. Mag nan immerhin p selbst eine Aol 
Fttncti«n des x seyn» welche bei einigen Werthen 
res X sich unendlich grofs ergeben müfste (z, £« . 

, ' welches für x ±: a sich ~ - —00 ergeben m 



X — a 

so Ist es ja in der eben angeführten Vorerinnen 
schon dargetban 9 dafs gleichwohl , auch für so 
Werthe des x, allemal p.o~o seyn mufs. 

Da nun hiermit auch für dies€ Fälle przob 
Satze Genüge geschieht , dafs die Oröfse der Wi: 
dX selbst auch in o geworden seyn müsse, * 
die Grbfse der Ursachen dx~o geworden ist: 8( 
wir derjenigen calculatorischen Erscheinung völli 
ledigt, durch welche Euler und die übrigen B 
matiker, welche die Infinitesimalmethode befolget 
genötbigt glaubten, für solche Fälle durch eine S 
Inquisition ein anderes dX aufzufinden. Die Ve ^c». 
denheit zwischen diesem speciellen und dem allgemer- 
nen, durch die allgemeinen Differenziirungsregeln auf- 
gefundenen Differential dXirp. dx, mufs naturlich da- 
rin bestehen, dafs durch das specielle Verfahren ein an- 
derer Coefficient statt p gefunden wird. In dem llltea 
Anhange zu der Abhandlung Formulae radii oaculato* 
Tis quoad valores earum positiv os ae negativ oa et 
ventilatae et diligentius quam fieri solet explicatae^ 
J^readae in officina Arnoldi 182/^^ habe ich dargethan, 
dafs dieses specielle Verfahren den Gründen der DiiFe- 
renziirung nicht gemäfs ist, auch bei Euler u«s«w.» 
^namentlich eben so auch durch Lagrange nach sei- 
nem Functionscalcnl , ein falsches p (bei Lagrange, 
also eine falsche Function derivee) dadurch gefunden 
wird. ♦) 

*^ £f entgeht mir nicht, dafs man auch durch Anwendung 
der Differentialmethode auf die Curven , in jener Mei- 
nung sich gar sehr bestätigt glaubte. Späterhin werden 
wir diese irrige Anschauung als solche anschaulich dar- 
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wenaue Gröfse des Functions^ Differentials. 

(. 14. Demnach behaupten wir« dafs dX~pdx 

il die volltandige nnd richtige Gröfse 

"»nauen Functionsdififerentiah ausmacht, welche 

diglich darin bestehtt dafs dXmit dxzio gewor- 

oe p oder p-maligeo geworden ist ^ so wie die 

dX 
^68 genauen Differentialquotienten -r—ZTp eben* 

dxrro geworden» Y^nd daher auch ein zro 
nes d X verlangt, 

80, wie -; — ~p schlechthin der Differen- 

nt deir Function X genannt wird (bis wir 

, . ' , . t, ^ ddX 

hm etwa neben einem s weiten -t — r- ::::;q, 

-dxdx ^ 

«acb wohl dritten . _. » irr, u. s.w. als ersten 
. / dxdxdx 

SU unterscheiden haben) eben so wird auch dXnpdx 
schlechthin das Differential genannt (bis wir es spä- 
terhin von höheren Differentialen zu unterscheiden 
haben.) ^ 

dX ' 

§, 15. Dieselbe Gröfse p, welche im -j — ~p als 

dx * 

ein Quotient vor Augen steht, macht Im dXrzp. dx 

einen Factor des Froductes dX neben dessen andern 

Factor dx aus, und mag daher auch von uns der Dif« 

ferential - Coef f ici en t genannt werden, wo e9 

das rathsamste, das kürzeste ist, aus der F||rm die« 

ses Di fferen tials zu schliefsen , namentlich in der 

Integralrechnung, wo wir ans der Form des dX auf 

die Form des X zurück zu schliesen suchen werden; 

zustellen wissen» Ein .JLno geworden gibt man su, 

und will es gleichwohl nicht wagen, dem o< einen vol- 
lendeten ' Zustand CO zusugestehen i 
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auch schon in der Differentialrechnung/ wo von blo* 
fsen Formenveränderungen die fiede ist« und es ein 
nnnöthiger Ui^weg seyn würde» erst vermittelst der 
Differentialquotienten auf sie zu schliefsen. 

§. 16. Absichtlich habe ich den im -^ — rr — rr p 
' , dx o "^ 

durch dxrro geworden» sich ergebenden Werth p 
des Differentialquotienten einen genauen Werth ge- 
nannt» ^it andern Lehrern etwa einen endlichen 
oder bestimmten Werth nicht nennen wollen. 
Denn wenn man bedenkt, dafs doch p in den aller- 
meisten Fällen selbst noch eine ^Function des x aus- 
macht» deren, Werthe Bisweilen noch alle Gröfsen 
vom •— 00 bis 2um 4* OO durchlaufend seyn können» 
nicht allemal durch Gränzen ihrer Möglichkeit auf ei- 
ne Reihe von lauter endlichen Werthen eingeschränkt 
sind» und einen schon bestimmten Werth gelbst auch 
in diesem Falle offenbar noch nicht haben» indem er 
vielmehr innerhalb solcher Gränzen beliebig veränder- 
lich Bßyn soll: so erhellet wohl» dafs man dieses p 
einen endlichen und bestimmten Werth nur deshalb 
genannt hat« weil er von dem dx unabhängig gewor» 
den seyn soll » von welchem man zu behaupten pfleg- 
te» dafs es nur unendlich kleiner werdend immerfort 
gedacht» also irgend einen endlichen» bestimmten 
Werth (wie es dx~o sicherlich ist) niemals errei* 
chend seyn solle. 

Dafs aber die Grofse des schlechthin so genantiten 
Differenl^ilquotienten , das heifst » desjenigen» dessen 

d x =1 o geworden seyn soll . durch das p des 7- 

* dx 

~ ~ np, genau angegeben werde» dessen sind wir ^a- 

rum völlig gewifs» weil wir von jedem nachfolgenden 

dX 

<51iede des form vollständigen — n.p 4"Qdx-j-Ädx^ etc. 
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gewifs fiind, dafa jedes Glied dicker Reihe, mitdx' 
rr o geworden , bei jed^m Werthe des X ganz gena\i 
n seyn mufs, also jeder ^ürch die gewöhnliche 
Di fterenziirungs- Methode und ihre Reitie für p nock 
veränderliche Zusatz nur einem völligen Nichts aa' 
Gröfse gleich seyn hönnte. 

§. 17» Obgleich nun eben dadurch einleuchtet^ 
dafs der bisher von uns nur gegebene calculatorisch^ 
Begriff der Differentialquotienten (vorausgesetzt» dafser 
in der Folge auch auf die in jj. i. schon erwähnten 

— , desgleichen auf Functionen von mehren veräii- 

derlichen GröF^en tnit seiner bisherfgen Genauigkeit 
fortgeführt wird) sich hinreichend beweisen mufs» uns 
die genaue Gröfse aller Differentialquotienten ,zu gts* 
währen, durch welche alle Resultate der Differential« 
rechnung abgeschlossen werden; .auch aus der ge« 

dx • . 

nauen Gröfse des Differentialquotienten -r— n: p die 

vollständige Gröfse des gena^uen Differentiales 
dXrrpdxrrp. o folgt (§. 12.), aus deren Form in der 
Integralrechnung auf die Form Mer X zurückgeschlos« 
6en wird: so wird es immerhin noch nützlich und 
willkommen seyn, dafs wir im IVten Capitel auch 
noch einen anachaulicheni dimensorischen 
Begriff der genauen Gröfse des Differentialquotienten» 
und dadurch auch den anschaulichen dimensori- 
schen Begriff des FunctionsvDifferentialcs 
aufteilen. . - 

Da diese dimensorische Anschaulichkeit, bis auf 
drei Dimensionen hin wenigstens rein geometrisch ist» 
so hat sie in dieser Hinsicht methodische Vorzüge vo^ 
derjenigen. Welche uns Newtons Fluxionea-Calcul 
ebenfalls sehr scharf und richtig gewähren könnte/ 
wenn wir hier schon ßegriffe^ der höheren Fhorono- 
mie» namentlich den ecbarfen Begriff von Geschwin- 
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4ig1(eit und dessaii bündigen Ge^raach voraussetzen 
könnten. (Sowohl an dem richtigen Begriffe vonGe- 
•cbwindiglieit, als an dessen bürxdigeo» Gebrauche 
für die Mechanik^ hat es meines Erachtens auch lange 
nach Newton gefehlt« M. •• meine Theorie der 
Höllschen Wassersäalenmaschioe. (Freiberg 
1304* C4p«'6.) 



Drittes C ap i t el. 
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Werthbestimmung einiger — durch gemeine Jhalysis^ 

Geometrische Heehtfertigung unserer Nullenrechnung, 
Erörterung über die unendliche Kleinheit der Diffe» 
rentiale uud ihre stetige Verschwindung. Ur • und 
Folgedifferential, Mlgemein vorausgesetzte -Regel für 

das -^ der Urdifferentiale. Constante Urdifferentiale. 



Einige — der gemeinen Analysis. 

^. 1. So einleuchtend es auch schon durchfalle 
bisher behandelte Functionen , besonders vermittelst 

VI X 

ihres werdenden Differentialquotienten rr* =zp-)-Q*<I^ 

+ R*dx> + S'dx3 4.etc., z.B. im'^rrflx+'dx 

'd ax^ 
+ 0, oder -4^ — — 3jpx* + 3 ax^dx+'dx'dx + o 

d. x^ 
vöi Augen liegt« dafs mit dx 1= o ganz genap -^ 



-X 



\ 
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C.ap. III. %, der gemeiiteu dualyns. 3^ 

~ ax und -^j zi 3ax* geworden seyn mufs» wir 

% U X 

also durch dieset Verfahren auf folche -r-^ za koui- 

dx 

men wissen« welche ~- geworden , und zugleicti 

auch den Werth p dieses — bestimmend sin4: ao 

o 

kann es doch nicht schaden , nach dem Beispiele an- 
derer Lehrbücher es darzulegen < wie auch in isnder- 
W<*iiigfer Analyse, ohne Differenzen^- und Differential« 
Methode, solqhe gebrochene Functionen sich er- 
geben, die bei gewissen Werthen ihres x ein rr— 

ausmachen» und gleichwohl für dieselben Werthe dea 
x einen ganz besiimmten Werth in sich hüben müssen*. 



Beispiel 1. 

a T*a X "-" X x 

§. a. Der gebrochene Ausdruck 

muf« für X— ^ sowohl im Zähler, als im Nenner sich 

vernullen, und dennoch läfst es sich darthun » daC^, 

eben dieäer Ausdruck unter dem Beding, dafs xzna 

' ' ,0 

gesetzt werde, gerade ein - m 3^ seyn mufs. Dehn 

der Ausdruck^ist ja, wie man durch dessen Divtdirung 

arx + xfa + xr«. 



mit ITa — T'x es finden kann, n: 



ra 



ra — rx arx + xTa + xTxr , _. , , 
L. i_. — — -i— is — -i— Ji — - also nra+a-f« 

für X n: a. 

(Herleitungen bei andern Mathematikern, welche 
diesem Ausdrucke für x~a einen Doppelwerth ==: 3 a 
und rr 1* a beatiinmenf aind unrichtig. (Vorerin- 
ne.rung, I.) 



\ ■ 



. » 
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Beispiele* 

IJc 3# Scy Sjra/ die bekannte Formet für 

•e "~ 1 

die Summe einer geometrischen Reihe von n Gliedern, 
deren Exponent' rr e t und erstes Glied rr a ist. 

Für alle beliebige Werthe des a und n, auch e» 
giebt sie die Summe S mit völliger Bestimmtheit an, 
den einsigen Fall , da e zr i ist , ausgenommen. Da- 

für giebt sie S n a, • na.—; und gleichwohl 

1 «^ i -o ^ 

muCs doch bei e rr i, «• B. für n zi 4 die Summe 
5~a. 4, also — r: 4 sejn. 

Die beiderseitige Vernullung im Zähler 4ind Neu- 
ner der Formel rührt auch hier davon ^r , dafa der 
Nenner e-— 1 zugleich als Factor im Zähler steckt» 

Durch bekannte Division wird ~ e' + e* 

-|- e 4* 1 gefunden ; und da man hierdurch weif«, dafs 

n a. — a. (e — x\ — • ■ • ist, so 

e— i ^ ' e — 1 

«ieht man deutlich ein, weshalb die Formel ihrer 

Form wegen für erri nichts zu bestimmen 

v^rm^ag, ihre bestimmende Kraft aber auch für die* 

aen Fall wiederum gewonnen wird, wenn man sie 

ihrer vernullenden Factoren ent4ed]gt. 

$.4. An merk. Indem für e~i nicht nur 
c— i~o, sondern auch e*— in o ist, so wird bei 
dieser Entledigung allerdings mit einer o in eine 
andere o dividirt. Die Feinde der Nullenrechnung, 
welche eiAem Lehrbuche der Infinitesimalrechnung 
das Garaus zu machen glauben, -vrehn sie es eine 
Nullenrechnung nennen, mögen doch an diesen bei*- 
den Beispielen es erkennen, dafa dergleichen Nullen« 
rechnung eöhon in der endlicheo Anälyaa 4a6 kür* 
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s^estdnnd deutlichste Mittel ist» eoldher Unbe« 
stimintheiteo sich zu entledigen, Welche durch mehre 

Nullen I eben deshalb verursacht werden könifeni weil 

» _ 

es von einander in so fern verschiedne Nullen giebt, 
als 9. B* für e~i die obige e — i eine einfache, die 
e^ •— £ aber dergleichen 4 fache eeyn mufs. Jeder 

d X 

bifferentialquotient -r — versichert uns, dafs dX eine 

pma%e dx = o ist, daher wir durch das Nullensy« 

stein der Infinitesimalrechnung» solche — auch bei sehr 

o 

verwickelten Functionen einer bequemen und ord« 

niuigsvollen Werthbestimmung in einem späteren Ca- 

pitel der Differentialrechnung werden 2U unterwerfen 

wissen. 



Ei^ drittes f äufserst merkwürdiges Beispiel 

c^ ■—» 1 
5. 5* sey die Function , welche für n r: 



auch' ein — — rt — i— — — ist, und eben dann 

o o o • , 

auch rr c— 1 + ^^ 1--* -^ + ctc* durch 

"folgende Reihenentwickelung sich ergi^bt. Da c^ ^ 
0- + [e— 1])" seyn mufs, so haben wir vermittelst 
der Iten Binomialreihe (Yor er inner. V, $. 1.) 



auch <^^ ~ 1 + — ( 
n. n — 1. n — 0. 



n , - , n. n — i« , \o 1 • 



1. 2 



18. 3* » 

C" — 1 C — 1 



(c — i)' 4" ^^^* 



also . V -^ . 

n 1*2'' 2. 3 

(c — 1)3 -f- etc. für jeden Werth des n, folglich 

auch für n n:o. 

,, Auch hier werden wir dieses folglich am kür* 



r 
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zesten darttellen und rechtfertigen können» wenil^wir 

xuvörderst 

c«Jx— 1 c — 1 , dx — 1. , .5 , dx — i.dx— 3. , ^^ 

dx i'fl^^' »3 . 

'\- etc. fchreiben» nnd auch, ^nachdem wir uns be* 
reitf dx~o geworden, denken und fordern , im- 

„er nbch ^''"^ = ^T J - ^i^lil' + Cc^llL' 

dx 1 2*3 

— ^ 4- .^ etc. schreiben 9 nämlich in demjeni« 

4 , ' 

gen Ausdrucke, dessen Werth wir für dxiro ge* 
worden, zu wissen verlangen, immer noch dx statt o 
schreiben, um uns daran erinnert zu halten, daCs wir 
dieser nach und nach bis auf ~o vermin- 
derten Gröfse die Parstellung dieses Werthes mt 
verdanken haben. Dazu bleibt nämlich dx eben des* 
halb schon* geschickt, weil wir solche bis auf = o 
verminderte Gröfse bei jedem dx uns zu denken ge- 
wohnt sind, obgleich übrigens dx hier nicht als Dif- 
ferential dem n zugelegt, sondern selbst statt n ge^ 
aetzt ist; welches späterhin allerdings zu beachten 
. seyn wird* 

Ausgemacht convergirend ist der £rtrag die* 
ser Reihe für jedes noch so' grofse c, wie wir es ab* > 
sichtlich in Vorerinner. IV. $. 15. schon dargethan 
haben. Abernur für ein c<^z ist sie augenfällig 
von ihrem ersten Gliede an sogleich conver- 
gent» 

$* 6. Wenn wir und dagegen der Uten Binomial- 
reihe (Vorerinner, V. §. 10.) zur Entwickelung de» 
C*" (i4-[c— i])"^ bedienen, so erhalten wir 

„ - , n c — 1 , n.n4-i. /^c — 1 \^ 

1 c • 1. fi. \ c y 
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+ 



- C-i-) 



+ 



C 

etc. 



n c ' 2 

ako 9 wie vorbiti n zr d x gesetzt, und dieses bis zum 
in o eich vermindert gedacht» 

c d* — 1 



— 1 N3 ' 



dx 



- = '-i^+K^)+s-(^) 



+ X Q-^y + 



etc. 



4 X c 

Da nun diese Reihe für jedes bejahte, noch so 
grofse oder noch so kleine c von Anfang an conver- 
^ent Ist: so liegt es durch sie noch deutlicher als 
durch die vorige Reihe vor Äugen , dafs der Werth 

des Quotienten ■, der für ein d x ~ o geworden 

allerdings ~ - ~ — — ~ — geworden seyn 

spufs, gleichwohl einen gewissen von c abhängigen 
Werth hat , dem wir dnrch unendlichen Verfolg der 
Reihe unendlich näher und näher kommen, den wir 
aber niemals genau abreichen können, den einzigen 
Fall ausgenommen, dafs c=:ii gegeben wäre, da man 



in diesem Falle 



dx 



1 O. O 



dx 



+ - ^. w , 1 d. o. o 
xß 2 1. 1 ' 3 1,1.1 

-^ ^cl erhält, also daraus sieht, dafs die Gröfse die* 
ses -zzo ganz genau ist. 



$. 7. Man setze das bejahte c z: -t so erhSltman 



die Reihe 

dx 



\ny — 1 z — n 



«*-nx* 



+ KW + K-T-) 



dx a 2 V z 

-|-etc., welche auch für jedes gleichbezeichnete 'z Un4 
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n conveirgent bleibt, und daher für n^Zt also für 
jeden Bruch Kleiner als i, einen verneinten Ertrag» 
flir jedes n<lz einen bejahten Ertrag giebt, wo« 

durch nun ebenfalls ihr ~o für ii~z, das ist für c~— 
— 1 bestitigt wird. 

Geometrische Rechtfertigung unserer Nullen' 

rechnung. 

$.8* ^^^ folgende geometrische Beispiel wird es 
vor Augen legen, dafs^ man die Lage einer dib Carve 
s AMM' inM berührenden Linie MT (Fig. 2«), anf eine 
änfsersc kurze, einleuchtende Weise mit völligster 
Genauigkeit gerade nur dadurch zu bestimmen 
vermag, dafs man die zar Anlage des Calculs ge«* 
brauchten Differentiale aufs völligste ~ o werden läfst. 

Die Linie AE eey eine beliebig angenommene li. 

neäte Einheit', nach welcher die Abscissen APrrx 

'AP 
gemessen, auch die xr2 -^ als Zahlen angegeben 

werden! und die Curve AMM*- ^ey so gezeichnet, 
dafs jede einer Abscisse x zugehörige normale Ordinate 
y rr X rr XX sey, folglich diese. Function X des x als 
Linie y dargestellt, die dritte Proportionale in i; x 
~ x : y sey. 

§, g. In der Function yrrxx die x mit Ax belegt 
hat man y* rrxx-}-2xAx-f"Ax Ax 
also Ay =^ 2x Ax + Ax Ax 
\ In der Figur hat man A7 ^^ NM', wenn Axrr PP* 
rr MN' genommen ist; und der Differenzen^uotient 

Ay 

^ — ax + Ax zeigt an, dafs MN : NM* — i : ax 

•4*' Ax ist: dnrch welches Verhältnifs die Lage der 
Sehne MM* (gegen die MN, also auch gegen die 
AbaciMenlinie AP) auf das genaueste bestimmt wird. 
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$. 10« Werde nun statt vdeai bestimmten Wachs- 
thumes Ax — PP* ein 'dx angenommeii^ welches 
immerfort kleiner und kleiner werdend gedacht wer- 
den soll; so mufs dann der durch dieses 'dx bewirkte 
Wachsthum der Function Xrry ein 'dX rr.'dy, und 
der noch werdende Differentialquotient 

—- n 2x + 'dx seyn. 
dx 

Je kleiner 'dx bereits geworden ist, -je kleiner 
mufs auch diese Sehne MM' geworden s^yn, aber 
erst dann»' wenn durch stetige Verkleinerung des *dx 
dasselbe wirklich ein dxrro geworden ist, erst dann 
kann und mufs die punctirte Lage der Sehne völ- 
lig zur Lage tler Tangente SMT geworden 
seyn. 

Dann aber hat man hier den letzten Werfh des 

werdenden Differe^tialquotienten , den genauen Diffe- 

• , . dX , ' - . o _ 

rentialquotienten -r— ~ 2x als ein — — fix; und 
'^ dx o 

wenn man MF — AE n i, und AF:FT— i:2x 

gezeichnet hat, so wird durch die MT die Lege 

der Tangente SMT ganz genau bestimmt, weil 

ganz genau und völlig 4xz:!;:o geworden ist. 

0. 11. Sogleich aus dem Anblicke der Curve in 
Ffg* fi. ist es einleuchtend, dafs man ein angelegtes 
'dx schon in seiner ersten Gröfse nicht gröfscr als 
^ FP' eich denken dürfte, wenn sogleich mit angehen- 
der Verkleinerung des *d x auch die ihm zugehörigen 
'dy = NM immerfort kleiner und kleiner geworden, 
nicht etwa anfangs steigend und fallend sich ergeben 
sollen* In diesei; Hinsicht ist es ganz schicklich zu sa- 
gen, dafs man sogleich die angelegtien 'dx unend- 
lich klein angelegt verlangen, dabei aber immer 
noch von ihnen verlangen wolle, dafs sie wirklich 
und stetig IT ö werdend und geworden seyn sollen« 



J 



46 Cap. in. Ünmdlicht Kleinheit der Differentiale. 



Unendliche Kleinheit der Differentiale und ihre 

. stetige Verschivindung. 

$* 12. Allerdings pflegt man von mancherlei Grö«- 
sen zu behaupten» dafs sie ohne Ende immerfort 
Kleiner und kleiner werdend sind und bleiben, sich 
clem zro ohn £nde immerfort nähern, und doch die* 
aes ihr Nichts niemals erreichen können ; z. B. in 
der Geometrie die «Entfernung zwischen einem un- , 
endlichen Schenkel der Hyperbel und Asjmptote; wel- 
ches aber nur richtig ist.^ so lange man sicli die dem 
Schenkel zugehörige Axen-Abscisse x nur moC» im- 
mer noch ohne Ende gröfser und gröfser werdend, 
denkt. Der dem voUgrofsen x zr OO zugehörige Sehen- 
kel wird die Asymptote itreffend geworden beyn 
müssen; auch sie schneidend freilich ebenfalls 
deshalb, nicht werden können, weil das Vollgrofse ei-. 
ner fernem Ver^röfserung nicht fähig ist. 

In der Arithmetik wird es z. B.' in der abneh- 
menden qo genannten geometrischen Reihe 
1 ; f ; J ; f ; yV "• *• w* ohne Ende, durch das Ge- 
setz dieser Zahlreihe verhindert, dafs man jemals ihr 
Ende o durch eines ihrer Glieder erreicht angeben 
könnte, Dafs dieses Ende aber als zi o wirklich vor- 
handen sey, beweiset die geometrische Construction . 
dieser Glieder, vermittelst ihrer stetigen Begrän- 
zungen AC und BG (Fig- 30 > welches die wahren 
Begränzungen sind, weil sie , 
auch für die Reihe i i f ; ^ i 57 «• fl^ w.« 



überhaupt für die Reihe 1 ; OC 3 0£ OC ♦ CX CX OC 

u, s. w. gehören , dessen oC eine immerfort gröfser 
und gröXeer angenommene Zahl bedeutet. 
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Lediglich darch daa Gesetz dieser Zahlenreihe 
wird ea verhindert^ ihr Ende ala< ein leutes- Glied' 
derselben durch irgend eine Zahl angeben zu lit^nnen* 
Verlangt man nun aber die Gröfse des letzten Gliedes 
unabhängig von der gesetzlichen Gliederform angege- 
ben zu wissen: 80 ist ea auch arithmetisch ausge- 
macht gewifSf dafs es durch die Angabe rzo gesche- 
hen könne und müsse; weil ja jedes noch so kleine 
Etwas, iio lange es noch nicht völlig = o ist, durch das 
arithmetische Gesetz der Reihe selbst als immer noch 
zu grofs zurück gewiesen würde. 

{♦ 13* Sollten wir in der Folge irgendwo genö* 
thigtseyn« solch einem Gesetze des Abnehmens 
auch unsere im Kleinerwerden noch begriffenen Dif- 
ferentiale zu unierwerfen : so würden wir in solchen 
Fällen allerdings mit der Gewifsheit uns begnügen 
müssen, dafs doch auch solch ein Mx dem uro oh n 
Ende immer fortnäher und näher kommend 
seyn soll, also auch ein noth so kleiner angeblicher Un- 
terschied zwischen ihm und d^^r o uns niemals aufge« 
bürdet werden könnte; indem ja wir ^lit solchem 
•dx vor jedem ihm vorgeworfenen noch so kleinen 
Unterschiede zwischen ihm, und der o» immerfort 
schon den Vorsprung hätten. 

0. 14. 'Ungleich kürzer und nett^iM^aber werden 
wir zu unserm Ziele gelangen können , und auch 
w^irklich gelangt seyn, wo wir geradezu von allen 
Differentialen behaupten können, dafs sie auf 
das völligste verschwinden, aaf das völligste ZZO wer- 
dend und geworden seyn sollen. 

Da w^i^ liun als ausgemacht gewifs behaupten 
(^♦J40» ^^* ^" jedem durch ein dx bewirkten Fun- 
ctionsdifferentiale d x, die Gröfse dieser Wirkung, 
zugleich mit der Gröfse ihrer Ursarche dx sich 
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▼ernttllen muft, di» dx aber irine eigenmächtige 
angenommene Belegung, der x ist, welche dieser ver^ 
inderlicben GröEse während ihrer ganzen möglichen 
Vetän<!erlich1ieit zn^elegt gedacht werden soll : so kann 
nur noch die Frage se^n, ob wir bei jedem x ermäch- 
tigt sind , eine bis auf "zz o völlig abnehmende Bele* 
gung d X zu fordern ? 

Falls nun x selbst eine stetige Gröfse ist: so ist 
es einleuchtend» dafs man auch von der ihr allemal 
gleichartigen Belegung 'dx, dafs sie eine bis zui^ 
n o abnehmende und stetig abnehmende Gröfse seyn 
solle , zu fordern berecbtigt sej. 

$* i5« Wie nun aber, wenn die x und ihre Fun- 
ction X«. welche der Differentialrechnung unterwor* 
fen werden, keine stetigen » sondern diskrete Gröfsen. 
sind! Wie kann man da vom dx verlangen, dafs es 
stetig abnehmend gedacht werden solle? Ich er- 
wiedere» dafs wir es nur mit solchen diskreten Grö- 
fsen zu thun haben können, welche der Messung un- 
terworfen sind, und jede Messung diskreter Gröfsen 
eiiiem Zählsjsteme unterworfen seyn mufs. Jede zwei 
Zahlen a und x aber können in Hinsicht ihres sub- 
tractiven (so gekannten arithmetischen) sowohl als ih- 
res divisorischen (so genannten geometrischen) Ver- 
hältnisses diäKch zwei Linien a und J^ dargestellt wer- 
den. Der Zahl x werde ein beliebiger Zusatz ^ x zu- 
gdegty so giebt es eine diesem A^ entsprechende Li- 
n^e AF* Diese Linie kann stetig abnehmend bis zum 
mo iiin sejn. Die ihr entsprechende stetige Ab« 
nähme der Zahl j/^x bis auf zro hin, kann durch 
Zahlen nicht abgereicht werden; ist aber dessen un- 
geachtet eben so gewifs vorhanden, als die Gröfse 
der irrationalen Quadratwurzel Tl vorhanden ist, ob- 
gleich sie durch Zahlen nicht genau abgereicht wer- 
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geometriaek 



den kunn» auch das VerhSltnifs -i 

, 8in arc x 

genau vorhanden iQt» obgleich es dnrch keine Zahlen 

ganz genau ausgedrückt werden kann./ 

$. i6« Wenn ich daher fordere; man solle auch 
bei diskreten Gröfsen x das Abnehmen ihres dx bis 
zum =ro hin stetig sich^ denken: so fordereich, 
man solle nicht zugestehen , dafs man sich dieses Ab- 
nehmen etwa gerade durch loobtel, oder looootel 
gemessen denke, sondern durch unendlich klei- 
ne Bruch theilCf die man sich nämlich ohn Ende 
immer kleiner und kleiner angenommen denken soll. 

Obgleich ich hiermit eingestehe » dafs man sich 
bei discreten Gröfsen (x) damit begnügen imufs, die 
stetige Abnahme ihres dx bis zum r=o hiü, nur 
unendlich nahe kommend, niemals ganz genau durch 
discrete Gröfsen sich vorstellen zu körinen : so wis- 
sen wi' doch, dafs auch bei ihnen ihre Verkleinerung 
bis zum r=o hin wirklich vorhanden seyn mufs, und 
so wird von uns, selbst a^ch bei discreten Gröfsen der 

genaue Werth des Differentialquotienten j- iz p » folg- 

lieh auch die Gröfse des genauen Differentiales dX 
mp. dx m p. Oy allemal völliger abgereicht, als es 
selbst auch bei stetigen Gröfsen in der Theorie von 
denen Lehrern geschieht, welche jedes ^Differential 
immer noch unendlich klein, niemals =0. geworden 
wissen wollen; ich sage in der Theorie * denn in der 
Anwendung wird auch von ihnen» genau hetrachtet» 
das =zo geworden seyn, gleichsam wider ihren Wil- 
len zugelassen« 

Unterscheidung zwischen Xlr^ und Folge •Diffe- 
rential. 

§. 17. In y — x^ ist y eine Function des x, und 
X die so genannte Grundgröfse dieser Function* In 

4 
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3 

dem daraus gefolgerten x = t* Y kann x a1« 
Function, und*Y aU ihre Grundgröfse betrtfchtet wer* 
den. Den Anfängern zum Beaten aber werde ich 
fürs erste fernerhin diejenige verXnderlicha Gröfae, 
welche als GruAdgröfse der Function su betrachten 
seyii soll, durch einen kleinen Buchstaben, and ^die 
Funcüon durch einen gleichnamigen grofsen beseich- 

3 

nen, z.B. X~x^ und YrzTy schreiben, damit man 
fernerhin sich erinnert finde, zwischen dem Differen- 
tial der Grundgröfse und dem DiiFerential der Fun- 
ction zu unterscheiden, unserm bisherigen Vortrage 
gemäfs allemal der Grundgröfse x oder y suv or- 
derst und ursprünglich das Differential dx oder 
dy zugelegt sich zu denken, das Differential der Fnn< 
ciion dX oder dY dagegen als ein aus jenem dx, oder 
dy und der Functionsbeschaffenheit gefolgertes 
Differential zu betrachten. 

§. i8^ Jede solche veränderliche Gröfse, welcher 
unmittelbar ein Differential zugelegt wird, 
pflegt von mehren Lehrern eine unabhängig veräji- 
derliche, au(fh primitiv veränderliche Gröfse genannt 
zu werden« Allerdings wird es meistens der Fall seyn, 
dafs man gerade diejenigen veränderlichen Gröfsei^ 
welche schon in der gemeinen Analytik als die zu« 
vörderst veränderlich gedachten, ursprünglich und be- 
liebig veränderlichen sich darstellen, und von uns in 
Vorerinnerung III, die vor veränderlichen genannt 
sind, auch in der Differentialmethade ursprünglich, 
zuvörderst und gleichsam eigenmächtig, mit einem 
ihnen selbst gleichartigen Zusätze, .dem so 
genannten Differentiale derselben belegt; s^ 
B» das X in der Function Xrzx^. 

Wesentlicher nöthig zu beachten ist es» dafs das 
X im X -|* d X durchaus noch eben so ireiänderlich 
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«ejm und bleiben soll» alt e« für eich allein genom- 
men» vor seiner Belegung mit dx ea irgend sejn 
aollte und konnte; so dafs x -j-clx ^ine mit dx be*. 
legte veränderliche Gröfse ist» uitd eben dadu/ch für 
ihre Function X die Belegtbeit dX bewirkt wird; so 
lange nSmlich dem dx noch einige Gröfse zukommt, 
und daher auch dem dx dergleichen ;&ukommen Wann, 
Ist bereits dx rr o» und eben deshalb auch dX rr o 
geworden» so ist dann x-j-dxirx-f'O ^in mit dx 
belegt gewesenes x; und X-j- dXizX 4* o ein 
durch dx mit dX belegt geweaeil^s X. 

jj. 19, Nach solcher und nach anderweitiger An- 
sieht der Sache, die sich dem aufmerksamen Lesef in 
der Folge bei Behandlung mebrer neben einander be- 
legten Variabein von selbst darbieten wird, scheint es 
mir das rathsamste» jedes zuvörderst und gleichsam 
■eigenmächtig beigelegte Differential ein Urdifferen« 
tiaV, und jedes daraus gefolgerte ein Folgediffe* 
rentiaV zu nennen. 

Jede mit einem Urdifferential belegte veränderli* 
che Gröfse mag dann eine ui^belegte, und jede da- 
durch mit belegte veränderliche Gröfse eine folglich 
belegte heifsen. 

Das Urdifferential dx des x im Xnx^ ist gleich- 
sam das active» wirkende» und dagegen dX das pas- 
sive» bewirkte Differential« 

'§• so. Dafs beides» sowohl jede ur belegte» als 
jede f olglich beldgte» allemal an^sich veränderliche 
Gröfsen seyen» braucht eigentlich nicht ausdrücklich 
erinnert zu werden , weil alles » was die Differential- 
methode au leisten vermag, für nicht veränderliche, 
beständige Gröfsen der Untersuchung gar kein Be- 
dürfnifs ist, auch sogleich das Urdifferential» ^o lange 
es noch in seinem ' er: o werden begriffen ist, einen 
Gröfsenzusatz ausnlacht» dergleichen ja einer nn- 

^ . 4*. 



l t 



52 Cap* 111* Unterscheidung zwischen Ur* und. 

veränderlichen, faestSixdigen Gröfse^ als solcher nicht 
aufgebürdet lYerden kann, und gleichwohl zugelegt 
gewesen seyn müfste, um das &u finden, was durch ^ 
die DilFerentialmethode gefunden werden soll* 

■ 

$. 21» Sowoiil jedes ursprünglich beigelegte dxt 
als auch jedes daraus gefolgerte dX wird fernerhin 
ein Differential von uns genannt* Dieser ganz 
allgemein gewöhnliche Name kann nicht nur durch 
die Vorstellang, dab x-f-dx und x während aller be- 
liebigen Veränderung des x,- um dx, auch X 4~ ^^ 
und X während aller Veränderlichkeit des X, um dX 
vpn einander unterschieden bleiben, gerechtfer- 
tigtwerden; sondern wenn man blofs Veränderung 
statt Differenz oder Differential sagen w^ollte, so 
konnte' man ohne dahin gerichtete Vorsicht gar zu 
leicht in das Gebiet des , Vatiations-Calculs.gerathen; 
und wenn man lieber Accrescenz statt pifferenz 
sagen wollte (wozu man sich yeranlafst finden könn- 
te, weil das regelmäfsige Differential allemal ei- 
gnen Zusatz zur absoluten Grofsheit des x ausmacht) 
60 mül^te auch Accrescential recbnung statt Diffe- 
rentialrechilung genannt werden. 

§• 22, Uebrigens ist es im Uten Cap. schon bemerk« 
lieh gemacht, dafs der Ausdruck Differential das Di- 
minutivtim der Differenz bedeuten soll» .Wie aber ne- 
ben dem Urdifferentiale dx (welches uns eine unend«^ 
lieh klein angelegte und dann völlig zum*no hin ab- 
nehmende Zulage zum x bedeutet) wenn wir blofs 
dessen noch werdende veränderliche Zustände vor dem 
völligen ::o verstanden wissen wollen, durch *dx 
andeuten; auch dadurch nicht nur im Functions-Dif^ 
ferential AX ebenfalls seine noch dem ZUo sich nä- 
hemden Gröfsen ^dX unterscheiden, sondern überdies 
auch durch dX das gltederformvoUständige vom dX 
unterscheiden können, welches als schlechthin ge- 
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nflnntes Differential* nur aU pdx dessen p (aches dx~o 
bestimmen soll: so erhellet von selbst, dafs wir nicht, 

mit Lacroix, ein solches dX — pdx + Qdx*4- B-dx^ 
etc. noch eine Differens nennen trollen und kön« 
nen , sondern unter Difl*erenz allemal eine solche ^er-. 
istehen, die^ auf ein Differential noch nicht einge- 
schränkt ist|^ vielmehr jeden beliebig grofsen, also auch 
endlichen Werth haben kann; und dafs wir nicht pdx 
ein Differenzial oder Differenzchen defshalb nennen 
können» weil es nur einen Theil des dX. ausmache, 
indem wir vielmehr in der Folge in allen einzelen 
Fällen es darthun werden» dafs pdx die gesammte^ 
Gröfse des dX gerade dadurch ausin^cht» ^ dafs et 
völlig ein pdxirp.o geworden ist 

§. 65« Dafs jedes Functionsdifterential ffn dX 
— pdx + Qdx^ + Rdx^ etc. ist, nämlich das erste Dif- 
ferential einer jeden x • Function allemal dieser Form 
k:ann unterworfen werden, ist allerdings ein wichti- 
ger Satz , den ich aber im Anfange der Differential- 
rechnung mit deutlicher Bündigkeit nicht zu erweisen 
weifs, sondern nnr vorläufig darlege, damit man da- 
rauf merke, wie alle dX, die wir nach und nach 
finden lernen, dieser Form allerdings unterwerfbar 
sind, von deren Coefficienten p, Q, R etc^ jeder eine 

Function von x ist, allerdingar aber für einige X sogar 
schon der erste Coefficient p eine blofse Scheinfan- 
ction ausmacht, da dann sogleich jeder der nachfol* 
genden Coefficienten für sich ~o ist, und die Reihe 
mit dem Ersten Gliede pdx beendigt ist. 

$• d4* Jedes noch werdende Functions diffe- 
rential 
'dX ri p' d X + Q 'd X* 4- R 'd X* etc. ist allcrdi«gs 

am — p. _ 4. Q.™rr + R- ^^^ «^c- 

oc ococ ocococ 



/ 
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und jedes vollendete Functionsdifferential 
dX rrpdx+' Qdx» + B.dx^ etc. ist allerdingt 

1 . ^ 1. 1 . _ 1. I. 1 



ein = P- — + Q- 



+ Q< 



etc« ; und ^ 



,00 00 00 

ea können diese Ausdrücke vermittelst der aus Vor- 
erinnerung VII. bekannten Bedeutungen der oCtind 
OO allerdings richtig verstanden werden; auch wenn 
wir uns unter der i lediglich eine allgemeine Zahlen- 
einheit, also unter — einen noch immerfort kleiner 

werdenden und unter — einen völlig = o geworde- 

OO 

nen Zahlbrucb vorstellen: aber die Dimensionen-Bich* 
tigkeit der ganzen« Gleichung fordert es anders« 

$• ^. Wenn wir uns nämlich ein noch werden« 
des, und ein schon vollendetes Urdifferential *dx und 
dx oder 'dy und Ay durch das werdende und vollen- 
dete Unendlich grofs OC und oO darstellen wollen : so 
sind wit in Gefahr darin zu viel oder zu wenig aa 
thun. 

X V 

Wollten wir 'dx rr — % und 'dj rz -^—schreiben, 

OC OC 

so hätten wir zu viel bestimmt. Denn wegen der 
(in Vorerrinnerung Vlll.) gelehrten noth wendigen 
gleichzeitigem Gleichheit der oC müfste ja 'dx 
Während seines Kleinerwerdens zugleich dem x selbst 
proportional» und eben so 'dy während seines Klei* 
nerwerdens zugleich dem y proportional bleibend seyn, 
so dafs beide *dx und 'dy neben einander gebraucht», 
allemal *dx : *dy i± x : y verlangt» auch das einzelne 

X 1 

*4x rr — , auber dem durch — geforderten kleiner 

werden» auch der veränderlichen Gröfse des x im- 
merfort proportional bleibend seyn müfste. 

(Derjgleichen 'dx und 'dy wurden zu den v e r ä n- 
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liehen UrdilFerentialen gehören, auch eine beson« 
der^e eelrene Art derselben ausmachen; da wir doch 
für jetzt, und bis wir späterhin ausdrücklich der ver- 
änderlichen Urdifferentialien erwähnen, allemal so ge- 
nannte constante UrdifFerentiale^ angenommen und 
gefordert voraussetzen wollen ; die wir «ogleich nä- 
her erklären werden.) 

1 

~ OC 



Wallten wir dagegen blofs 'dx 



und 'd y 



rr — • schreiben, 60 hätten wir zu wenig ausgedrückt, 

lediglich ausgedruckt» dafs dx eine immerfort kleiner 
yr^xAenäe Gröfse seyn solle, nicht aber auch mit an- 
gedeutet, dafs 'dx eine dem x, und 'dy eine dem y 
gleichartige Gröfse seyn mufs! 

x© 
.§. a6. Man schreibe *dx — — , und *dy 

OC 

~. — , 80 ist auch diese den UrdifFerentialen wesent- 

oc 

lieh nöthige Gleichartigkeit (welche für die Folge- 
differentiale , dann ebenfalls sich ergiebt) mit aasge« 
drückt, indem x^ ir i eine dem x, und y°rr:i eine 
dem y gleichartige Einheit andeutet. I<7achdeai 
indessen dieses hiermit deutlich erörtert ist, werdeh 
wir allerdings in der Folge bisweilen auch, wie in 
§• 24«, der Kürze wegen schreiben. 

Constante Urdifferentiale. 

X® 

C. 07. Obgleich jedes 'dx ~ — als eine bis zum 

OC 

dx n o immerfort und stetig kleiner werdende Grö- 
fse, und in so fern also veränderliche Gröfse gedacht 
werden mufs und soll; so kann man doch dabei for-* 
dem, dafs diese ihre Veränderlichkeit von der Verän- 
derlichkeit des X ganz unabhängig, für gröfsere odev 
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kleinere Werthe des x keinesweges verschieden« son- 
dern in jedem gleichzeitigen Zustande ihres Kleiner- 
Werdens hei allen noch so verschiedenen Gröfsen des 
veränderlichen x allemal einerlei, in dieser Hinsicht 
also constant, und demnach selbst, auch mit einem 
Differential belegt zu werden unfähig seyn soll (§. 13). 

§• 2g» Dergleichen von x unabhängige» mit dem 
veränderlichen x nicht veränderlich abnehmende örö- 
fse e\ne% DiiFerentials kann nun schlechterdings nur 
für ein Urdifferehtial allgemein und im voraus gefor« 
dert werden« Denn 'was die Folgedifferentiale (g. 19.) 
betrifft, so kommt es, auch wenn ihr Urdifferential 
schon constant gewählt ist , auf die Function an,*pb 
ihr Differential constant oder veränderlich seyn werde, 

Ist X nax so. ist *dx rr a'dx, also auch dX con- 
stant, wenn dx constant gefordert ist. Ist dagegen 
X = x^ so ist dX = Sxxdx, also auch^bei constantem 
dx dennoch dX mit x, und zwar demselben propor- 
tional veränderlich. 

/ ^. 29. Allemal daher, wo man in Lehrbüchern 
bei dem Vortrage der Differenziirungs-Regeln constantc 
Differentiale gefordert findet, hat man constante Ur- 
differentiale «u verstehen. 

In I. jj« 19.S0. wo wir nur endliche ^x, noch nicht 
Unendlich kleine dx angelegt hatten« war die Constant- 
heit derselben äufserst leicht zu begreifen. Es war 
dort lediglich zu erinnern, dafs beim Aufsuchen der 
zweiten Differenz jedes x der noch übrigen Function 
ebenfalls mit demselben /ix belegt werdqn mufs; 
und eben so beim Aufsuchen der. dritten und fernem 
Differenz. (L §. si.)» 

Hieraus können wir für diejenige Constant- 
heit der *4x, welche im spätem Capitel VIIL auch 
bei dem zweiten, dritten etc« Differentialisiren für die 
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Constanten ÜrdifFerentiale dx voransgesctzt wirdt uns 
die Vorstellung machen, dafs dergleichen nach ein- 
ander gebrauchte <d X ; *dx ; 'dx u. s. w* 
immerfort ein A^ — Axir^Ax 
in jedem einzelen Zeitpuncte ihres Kleinerwerdens 
ausmachen sollen» unbeschadet der Forderung, dafs 
man diese Ax bis zum *dx zr dx zr o geworden hin, 
immerfort kleiner und Kleiner aich zu denken haL 



Bejahte und verneinte Urdifferentiale* 

jj. 30. Da ich bisher der bejahten und vemeih- 
ten Gröfsen nicht erwähnt habe, so wird man na^ 
mentlich auch bei jedem bisher genannten x und des- 
sen Belegung dx nur an deren absolute Gröfsen sa 
denken veranlafst gewesen seyn; wie es auch um so 
mehr meine Absicht war, weil ich aU allgemeiiie Re- 
gel aufstellen kann: . 

Alle gewöhnlichen und allgemein befolgten For- 
men der Functionsdifferentiale » wie wir sie z. Ö. fuc 
die sämmtlichen algebraischen Functionen in dem VI» 
Capitel » für andere transcendente Functionen in spä- 
tem Capiteln beibringen werden, setzen voraus, dab 
das der Grundgröfse beigelegte UrdifFerential dx einen 
Zusats zur absoluten Oröfse des x ausmachen» 
folglich allemal jedes -^-yumt einem ~|-dx, jedes — -x 
mit einem — dx belegt gedacht werde. 

Diese Regel ist auch durchaus so schicklich» data 
man sich darin nicht mufs irren lassen, wenn von 
Herrn Klügel in seinem mathematischen Wör- 
terbuche es 'anders verlangt wird« (M. s, den itea 
Anhang zu der schon erwähnten Abhandlung Formulae 
radii oseulatoris ete,). Auch von uns wird diese 
Regel so allgemein vorausgesetzt, dafs wir es allemal 
ausdrücklich erinnern werden, ein gegenseitiges 
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Urdifferential gewählt zu haben, falls vr\x in heson- 
defn Fällen ein -f-x mit einem — dx, oder ein — x 
mit einem '■\-Ax belegt fordern sollten. 

§• 31. Schlechterdings nur bei den Urdifferen- 
tialen kann die Frage entstehen, ob man es bejaht 
oder vt^rneint gefordert und angelegt haben wolle! 
Ob das daraus dann folgende Function 8 diflerential 
dx eine.bejalite oder verneinte Gröfse sey, das mufs 
erst mit gefunden , mit gefolgert werden. Eben so 
auch, ob etwa daa gefolgerte dX eigentlich weder be- 
ji(ht noch verneint, sondern nur schlechthin eine ab- 
solute Gröfse seyn müsse, wobei uns denn die in AI* 
gebraischer Auflösung etc« von mir erwiesenen 
Lehren zu statten kommen, dafs jede Gröfse, welche 
weder bejaht noch verneint seyn kann oder soll, neben 
andern bejahten oder verneinten Gröfsen, allemal und 
nothwendig als eine bejahte zu behandeln ist, woraus 
sogleich erhellet, dafs in der Differentialrechnung je- 
des X, welches weder bejaht noch verneint seyn , son. 
dern nur von absoluter Grdfsheit seyn solle, neben 
andern bejahten und verneinten Gröfsen regelmäfsig 
mit einem -}- ^^ '^ belegen ist* 

$. 32. Da wir jedea dxrro geworden, also auch 
jedes 4*^^ ^=^ Hr ^ ^"^ jedes — dx — — o geworden 
fordern, so sind wir eben dadurch gewifs, dafs, das 
FunctionsdilFerential dX ~ pdx, um uns anschaulich 
auszusprechen, dem Endpuncte der Linie x, all- 
gemeiner ausgedrückt, der veränderlichen Endgränze 
der Gröfse x zugehört« Und selbst auch für diejeni- 
geiv Fälle, wo dergleichen Endgränze den Schei* 
dnngspunct zwischen den möglichen und den unmög- 
lichen X ausmacht, werden wir dem Vorwurfe, als 
ob wir vermittelst einer unmöglichen Belegung 
dx geschlossen hätten» auf folgende Weise entgehen. 

Gesetat» man habe den Kreis nach der Gleichung 
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' yj n aa — ^ xx construfrt , und A]^ rr 2 a sey dessen 
Durchmesser, in welchem von dem Mittelpuncte C 
aus die bejahten Ahscissen CPrix und die verneinten 
C^:r: x genommen werden: so wird darch C^ 
~ — a» de§ Durchmessers eine Begränzung A» durch 
CPzr-j-a dessen andere Begräns^ung B erreicht. 

Wollten wir nun, nachdem wir durch die, jj, 30« 
aufgeführte, regelmäfsige Belegung der x, den 

werdenden Quotienten -— zz ^^rT-i--* imd da- 

~^ dx ay -\- dy . 

her sowohl für jedes (+)x als auch ( — )x den ge» 

nauen^Differentialquotienten ~ zz ^^ -^ und dem- 

* dx y " 

X X 

nach das genaue Differential dyir dx ~ — — ^ o 

gefunden hätten, auch (— )x — — a oder (-|-)xrr4^a 
plötzlich zu setzen uns erlauben: so müfsten wir ein- 
' gestehen , dafs wir in Hinsicht dieser Anwendungen 
mit unserm— -dx, auch 4"^^» ^^ die unmöglichen 
Gröfsen hinein gegriffen hätten! 

Gut! so wollen wir uns nicht erlauben, das auf« 

*dy •■—• 2 X ' \ *dx 
gefundene rp- zr j^ . , geradezu auf xrra, son- 

dern nur höchstens auf xrza-^^dx anzuwenden, wo- 
für denn auch der x nächster Zustand x -f-/dx r= a 
4^ 'dx — *dx immer noch eine mögliche Gröfse ist. ^ 

Indem wir dann unsere Belegung *dx völlig zno. 
werden und geworden verlangen, so haben wir eben 
dadurch auch die Anwendung auf X + o — a-j-o — o 
erreicht, ohne während dieser Anwendung jemals ei- 
nes unmöglichen Beleges nöthig gehabt zu haben, 

ß. SS- Wer dagegen die dx völlig 3:0 geworden 
zu fordern Bedenken trägt, wird hier dem erwähnten 
Vorwurfe immerhin etwas ausgesetzt bleiben» Soll 
auch hier die B.ecbtfert]gung eintreten , dafs man nur 
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einen tinendlich kleinen Oebranch von den 
unmöglichen x mache» der eich also durch etwas 
anders als o gar nicht angeben lasse: so dürfte doch 
hier die Einwendung eintreten» dafs zwischen einem 
möglichen x und einem unmöglichen dx gar keine 
Gröfsenvergleichung Statt finde! 

Schädlicher für den Erfolg ist es, dafs sich mit 
diesen blofs unendlich kleinen, nicht völlig =0 ge- 
wordenen -]*dx und — idx die Meinung einschleicht, 
als ob die dadurch gefundenen Difierentiale und Dif- 
ferentialquötienten nicht völlig genau« sondern nur 
Näherungs weise den Endpuncten der x, also , für 
— X eigentlich dem Elemente — dx» für -f-x dem 
Elemente -|~dx zugehörig seyn möchten! 

(Sollten hier die Leser meiner Neuen Methode 
des Gröfsten und Kleinsten mir entgegnen, dafa 
ja gerade ich selbst dort vom -|-dx und — dx für ei- 
nerlei X verschiedenen Gebrauch gemacht habe: so 
müssen sie zugleich bedenken» dafs ich dadurch le- 
diglich. ?5wischen einer -j-o und — o» wie sie in Vor- 
erinnerung V» schon erklärt sind, zu unterschei« 
den verlangte») 



Viertes CapiteL 

Dimensorisehe Erklärung für Differentialquotienten 

und Differentiale^ 



§» 1» . I» Wenn eine F.unction X» folglich auch 
ihre Differenz AX und ihr Differential» sowphl das 
werdende 'dX» als eben deshalb auch das bereits ~o 
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gewordene AX , eine Gröfse von m Dimensionen i^t^ 
die ur belegte Grundgröfse .x aber» folglich auch ihr 
^x» ihr 'dx qnd dx nur n Dimensionen hau so ist 

der Differenzenquotient -r-^t folglich auch der wer* 

*d X 

dende und der genaue Differentialquotient rr^ und 

-r — eine Gröfse von m — n Dimensionen, 
d X 

dX 

IL Der genaue Differentialquotient — r= p ist 

diejenige veränderliche Endgränze der Fun* 
ction Xi welche wegen des veränderlichen x verän- 
derlich ist» 

Hat die Function noch andere veränderliche 
Grundgröfsen y^und z* so sind die DifferentialquO'^ 

tienten -r— ~ *p , -p- zr "'p die übrigen mit y und z 

veränderlichen Endgränzei^i der Function» 

IIL Das werdende Differential •dX=:p'dx-{-Q*dx* 
-|- etc. ist ein an der mit x veränderlichen Endgränze 
der Function ihr beigelegter, unendlich kleiner Wachs* 
thum» der mit *dxii:dx~ö zum 'genauen Differential 
dXn pdxrrp.o geworden, als Wachsthum dejf 
Function allerdings durch Vernullung seiner Dimen- 
sion dx auch selbst sich vernullt hat» dabei aber 
noch die mit x veränderliche Endgränze p der Fun- 
ction, als den übrigen Factor» den hier so genannt^ 
' Coefficienten des dXzi p.dx — p.o enthält.*) 



*3 Da das DifFerential dXrzpdx schon ein Theil der Fun- 
ction X seyn würde » wenn dx nicht =: o wAre , und 
man in der Integralrecfannng aus der Endgränze p^ auf 
die Function X zurück su schliefsen sucht : so wird man 
schon im voraus vei/nnthen können , dals hierzu die 
Form pdx geschickter^ als der gans reine Ausdruck x 
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Hat die Fnnction mehre veränderlicbe Grundgrö- 
~ liien X, 7, z etc« , ' so tnufs ihr genaues OesammtdifFe» 
rential aus der Summe der einzelen pdx -|- ^pdjr 
-{-^'pdz etc. bestehen t die nun mit dx, dy und dz 
rro geworden, einen vernulhen Functions wachsthum 
(p^'p-|.''p). o ausmachen» und neben dieser o einen 
andern Factor, als die Summe der sämmtlichen mit 
X, y, z veränderlichen Endgränzen der Function eben- 
falls nicht enthalten können. 

« 

Zur anschaulichen Darstellung dieser Behauptun-. 
gen werden uns aus t^nserm bisherigen Vortrage fol- 
gende Beispiele geliefert. 

§. 2. Sey die Function X ~ x^ ein Ktibus, dessen 
Seite die Linie x ist: so ist auch die belegte Function 
X'~(x4-AxJ^ eine köri>erliche Gröfse, und daher 
auch beider Difleren^i A. x^ rr 3 x^ Ax -}- 3 ^Ax^ -f- Ax^ 
auch eben so 'd. x^ — 3x^ 'dx-j-Sx'dx^ 4~ '^^^ 

noch immerfort eine körperliche Gröfse von 3 linea- 
ren Dimensionen ; und d. x^ zr 3 x^ dx , mufs nicht 
nur» nach dem Gesetze der Stetigkeit» bei 
seiner Verscbwind'ung in der Klasse der 
körperlichen 6rt)fsen geblieben seyn; son- 
dern kann auch nur als solche körperliche4jrö« 
fser=:o geworden seyn» weil es nur durch VernuL 
lung seiner dritten Dimensipndx» ein 3x.^ o:=io 
geworden ist« 



der Endgränze teyn' dürfte, da dieser letztere weniger 
Dimensionen als die Function- hat, auf welche man zu- 
rück schliefsen will« Einige der dort mit beizubringen- 
den Yorstelliingen, obgleidi zum strengem Erweise der 
Integralmetliode nicht nothwendigt werden gleichwohl 
ihrer rathsamen Anschaulichkeit wegen der noch nicht 
Völlig ^^ o gewordenen Mz sich Iwlienen. 



_ i 



• ' 
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* 

Dagegen sind nun die Quotienten, 



Bowohl 



als 



~ = 3 X» + 3 x'djc + «dx» 



und 



d.x3 
dx 



rr 3 x^ offenbar nur GrÖfs^nr" von 2 Di- 



mensionen; in diesem geometrischen Beispiele also 
Flächen; wie es auch eine perspectiviscb^ Zeichnung 
mit werdenden Differentialen vor Augen legen könnte. 

§. 3. Noch bequemer für graphische Darstellung 
ist das Beispiel Xnxx, ^a denn der werdende Diffe- 

*d. x^ 
rentialqüotient —^ — ~2x-}-dx auch in der Figur 5, 

als die Liniensumme x-{-x-|-*dxrr:MN vor Augen 

d X" 

Steht; und den genauen Differentialquotienten — — 

ri 2x als die Liniensumme x-f-x übrig läfst. welche 
nun' offenbar die» wegen der beiden veränder- 
lichen X, veränderlichen Endgränzen der 
Function X ZI xx ausmacht. 

Das werdende Differential 'd. x^ ~2x*dx + *dx*dx; 
ist aufser dem Quadrate 'dx*dx zweimal das Parallelo- 
gramm x*dx enthaltend. 

Das genaue Differential d.x^ir2xdx ist nur ^ 
als Flächenraum» wegen seiner dxizo. geworde- 
nen Dimension» allerdings zro geworden; seine 
zweite Dimension 2x bleibt vorhanden, und macht 
den genauen von dx unabhängigen^ Werth des Diff&< 
rentialquotienten» also die mit den beiden x veiänder- 
lichen Endgrjinzen der Function aus. 

§• 4> I^ Rechtecke X n: ax (Fig. 6.) macht das 
werdende Differential *dXrra*dx einen Zuwachs des' 
Rechteckes an derjenigenSeitenlinie a aus» welche die mit 
X veränderliche Endgränze des Rechteckes abgiebt. Ob- 
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gleich hier der werdende Differentialquotient rp — n 

dv 
schon mit dem genauen 7^ = * völlig einerlei zu seyn 

scheint , so ist doch die Lage dieser Linie a» 
sunr in dem letztern genauen DifFeren- 
tialquotienten wirklich mit der veränderlichen 
Endgränze des Farallelogrammes zusammenfallend ; 
welche Lage auch im genauen Differential dX m a dx 
eben dadurch bestimmt wird, dafs der anfänglich dem 
Parallelogramme zugekommene kleii^e Wachsthnm *dX 
:ZL a'dx mit. dem kleiner und kleiner werdenden *dx 
zum d X 1= a, dx n a. o geworden ist. 

§. 5» Ist ü — x,y ein Kechteck von zwei verän- 
derlichen Dimensionen x und y, so würde es in Hin- 

^dü 
sieht des x den Diffierentialquotienten —7» in 

Hinsicht des y den Diffierentialquotienten --— nxge^ 

.ben. Mögen auch beide Urdiff^erentiale gänzlich von 
einander unabhängig bleiben sollen, so mufs doch 
von beiden verlangt werden, dafs sie beide =z:o ge- 
worden seyn sollen, um das genaue Gesammt- 
differential d ü ~ y dx -|- x dy iz: (y-f-x). o zu geben» 
dessen Factor y + x die beiden, wegen des ver- 
Inderlichen x und y, veränderlichen £nd- 
g ranzen des Hechteckes xy angiebt. 

$• 6. L Im Parallelepipedo axx, die einzelne x 

*d axx 
als Grnndgröfse angenommen , bat man — -7;^-— zu a. 2x 

d axx 
«4-a*dx als den werdenden, und ^ — -— — a. ßx als den 

dx 

gewordenen, genauen Differentialquotienten« Jeder 
ist nur eine Flächerigröfse, und der letztere macht 
die mit den beiden x veränderlichen Endgränzen der 
Function aus, welche auch im genauen Differential 
d« axx~d.ax. dx neben dxr^ro noch als Factor vorkomnien. 



. \ 
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IL Ina Parallelepipedo axx die ganze Grund- 
flSche XX als Grundgröfse der Function axx ange- 
nommen, durch welche dann das Functionsdifferen* 
dal dividirt werden mufs, um den Diflerentialquo- 

. , ... *d. axx a. 2x*dx + a*äx*dx 

tieifiten zu geben, wurde — 



*d. XX 



flx*dx 



a 



zr a ^ *dx ^Is den werdenden DifFerentialqnotien- 

' ax • ^ 

ten geben, der aus den beiden Linien a und — 'dx 

23X 

besteht; indem die immerfort kleiner werdende Linie 
*dx durch die Linie x' dividirt, nur eine immerfort 



I - 



a 



kleiner werdende Zahl gibt, (o^er im — 'dx der an- 

a 
dere Factor ^— nur eine Zahl seyn kann, wenn 'dx 

2X ' '' 

als eine immerfort kleinere Linie soll betrachtet 
bleiben). 



Im genauen Differentialquotienten 

dx 



d. ax- 



d. x 



it 



rr a ist 



durch dxno die Zahl — ^rr o geworden (für alle 

Werlhe des. x,* auch für x~o;x Voferinncr. IX). 

Jeder Quotient, sowohl der weipdende als der ge- 
naue ist also hier eine lineare Gröfse, eine Gr5fs.e von 
einer Dimension, indem das .Differential der hier 
angenommenen Grundgröfse x^, wie diese selbst, einei 
Gröfse von zwei Dimensionen war, die Function ax^ 
aber drei Dimensionen hatte ; folglich auch ihr wer- 
dendes Differential eine körperliche Gröfse von drei 
Dimensionen blieb, und auch das genaue Differential 
d. a^^ = 2ax« dx nur als solche, -^ vermittelst ihrer 
dritten Dimension dxiro geworden, sich v er nullt* 

Anmerkung \^ 

§• 7* In jedem dieser Beispiele sieht man nun 
deutlich vor AngeOf dafs der genaue Differentialquo- 

5 
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lient clie veränderlichen Er.dgränzen der Function eben 
deshalb genan und rein angeben mufs, weil diejeni- 
gen Dimensionen, welche in den Endgränzen als 
solche nicht mehr voricommen können, schon vor 
ihrer VernuUung darch die Division abgesondert wa- 
ren; das genaue DiiFereniial aber eben dadurch- zur 
Endgränze wird» weil man sich diejenigen Di- 
mensionen desselben , durch welche das werdend^ 
Differential ^in immerfort kleiner werdender End- 
wachsthum der Function war» durch VernuUung die- 
ser Dimensionen weggefallen denken mufs. 

Anmerkung s. 

4. 8, Allerdings kann« z.B. für den Kubus xxst 
(der Kubus i.i.i. als Kubikeinheit zur Messung an« 
genommen) das Verhähnifs 1,1.1 :xxx in da$ drei« 
malige Verhälthifs der beiden Linien 1 : x zerlegt» 
und nach folgenden Proportionen 

1 : X ZI i : X 
1 : X r:r X * y 

1 : X iz y : B 

die Linie y ~ — und die Linie % zu ~ ZI 

- t i 1. 1 

'X X X XX 

-r . i gefunden werden* Solche y ~ kön- 

•^ 1.1. i ° ' 1. 1 

nen als Ordinalen gebraucht werden , tim das Steigen 

und Fallen der Function xx durch eine ebene Curve 

dargestellt zu erhalten; und eben so würde man der 

XXX 

X zz ♦ * nöthig haben , um dergleichen Curve 

1 • i* 1 

für t^ 2a zeichnen. 

Es kann auch sonst noch mancherlei Nutzen brin- 
gen, wenn man sich bei manchen Functionen ausein- 
ander setzt 9 wie sie durch Zerlegung ulid Zusammen- 
setzung linearer Vtfrbäl'tnisse können dargestellt werden. 



N 
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Was aber die Schlüsse aus Aeta Differential auf > 
den Differentialquotienten und unsgekeh^t betrifft; so 
ist fiS gerade die Vorstellung ihrer nothwendigen Di<^ 
mensionen- Verschiedenheit, welche hier die gröfste 
Deutlichkeit und Üeber^eugung unmittelbar gewährt; 
daher man selbst auch jbei einer solchen Function, 
welche als Linie betrachtet wird, in Hinsicht dieser 
Schlüsse am besten thut, sie lieber als ein Zahlenprp- ^ 
duct ausgedrückt, und diejenige Function, durch de« 
teti Differential das Differential der Function * um 
den Differentialquotienten 2U geben , 2u dividiren istr 
ftls einen Factor jenes Productes sich vorzustellen; 
und vermöge der in Vorerinner. VI. beigebrachten 
irithmetischen Dimensionen sich auszudrücken* 

A n fn e t k u n g 'S; 

%. 0. Absichtlich habe ich hier lauter solche Bei- 
spiele geWShlt, in welchen die Endgrän^e p nicht 
nur dem dxüro geworden, wie allemal, vollständig, 
sondern auch schon dem k vollständig dimensorisch 
war , Welches bei den wenigsten Functionen der Fall . 
ist. Gerade die Beachtung dieser Unvollständigkeit 
wird uns für das Integriren neue und nützliche Leh- 
ren ergeben, wenn wir dem dortigen Zwecke ge- 
mäfs die veränderlichen £adgränzen betrachten und 
benutzen werden. 



« 
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Fünftes Capitel. 

Hypothetisch allgemeine DifferenziirungS' Lehren für 

jede Function von x. 






$•!• Wenn jedes belegte X, das heifst» jede Fnn-^ 
clion des x, in welcher man x -f- A x statt ihres x geschrie« 
ben hat. ein X' = X + p Ax + Q A«^ + R- Ax^ + S Ax* 
folglich icdM AXiz p. Ax + Q.Ax^ + R. A5t^ + S. A x* 
ist, das heifst, jedes AX einer Reihe dieser Form un« 
terworfen ist, in welcher die Qoefficienten p, Q« R 
etc. allerlei Functionen auch Scheinfanctionen voni x 
aind , es mögen derselben anendlich viele auf eitian* 
der folgen, oder auch früher oder später schon sich 
~o ergehen, und somit die Reihe abgebrochen ha« 
ben : so mufs eben so allgemein der Differenzquotient 

^ = p + QAx + RAx* + S.Ax^ etc. also dir 

werdende Differentialquötient rp l!rp-|-Q.'dx-j-R'dx* 

^ S Mx^ etc. , folglich der genaue noch formenvoll* 

dX ^ 

elSndige Differentialquötient •-- rr p + Q dx -j- R dx* 

Sdx^ etc, und demnach der schlechthin so genannte 

Differentialquötient -r— ~ p seyn. 

§. 2. Denn unter dem schlechthin so genannten 
Differentialquotienten wird derjenige Ausdruck dessel- 
ben verstanden, welcher für den genauen Differen- 
tialqtu>tienten dieGröfse desselben genau angibt; 
und diese mufs ganz genau ~p seyn, weil selbst 
auch, wenn die x* Functionen Q oder R u. s, w., für 
einige Werthe ihrer x ala ein vollendetes Unendlich- 
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grofe sich. ergeben eollten, (z. B. -jjMr xzzo» p rj 

für x~a, oder T-r— — , ^. j für x~a, und x — b) 

(a-vx)(b^— x) ^ 

dennoch sie kein solches' OD ansmacheni wel- 
ches mit dxzzo -geworden, mukiplicirt etwas anders 
als o'zum 'Frodacte geben könnte. (Man sehe Vor» 
erinner, IX. 9; io)« 

$• 3* . Indem wir hiermit überzeugt sind , dafs 
allemal, selbst auch bei unepdiich groben Werthen 
des Qy R» S etc. .ausgemacht Qdx = Q«o = o; Rdx 
K. p =:: : SdxzzS.ozzo geworden seyn mufs : so ha- 
ben wir ja 

dX 

T- = P + Qdx 4* ^x« Ädx + dx» Sdx etc. 

€1 X I 

also — p -j- o +0.0 -f- 0. ö etc» 
also zz p und weiter nichts. 

$. 4. Aus j- :=::pi als der^ganz genauen ÖrS- 

fse des Differenti]^lquot!enten , folgt, dafs dXrrp. dx, 
also dieses p. o, dieses pmal Nichts, die genaue 
6 r ö f s e des FunctionsdilFerentiales dX seyn mub ; 
und Anfänger werden wohl ttiun , zuvörderst auf die 
Bestimmung des Differentialquotienten ihr Augenmerk 
zu richteti , welcber übrigens bald als eine constante, 
bald als eine variable Gröfse, auch für einige Fälle 
sich =z o oder auch vollendet grofs 00 «ich ergeben 
kann« « 

$• 5* Allerdings aber kann man auch ohne Diffe- 
renz- und Differentialquotienten unmittelbar aus der 
endlichen Differenz ^X auf das werdende Differen- 
tial *dX , aus diesem auf das npch formenvpllständige « 
genaue ^X, und aus demselben auf das nur noch 
gröfsen vollständige genaue« schlechthin ao genannte 
Differential dX scfaUefsen* 
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,.Deiinan8 AXzrp Ax + Q Ax^ +R Ax^ -f-SAx* .. • 
folgt *dxr:p'dx -fQ*dx» + R'dx^4-S'<lx<... 
« a1«o auch dX — p dx+Q'dx^ -f^^x^ +S dx* . , . 
und dX =:Cp + QJx + dx.Rdx^ + Sdx5 + ,.0dx 
aU ZI (p + o + Q . o + o* o, + dtc.)« <^ 
nz p. o 
wodurch es eben fallt völlig einleuchtet« dafi die Gr5- 
fse der Parenthese ganz genau bestimmt ist, und die 
Gröfse des dX lediglich darin beatehen kann, dafs sie 
eine pmaltge o ist« 

. $. 6/ Was es uns nützen könne zu wisaen , data 
die dXzzD gerade eine p malige o ausmacht, davoit 
braucht in der Dilferentialrechniing nicht nothwendig 
die Rede zu seyn ; weil alle ihre Resultate dadurch 

abgeschlossen werden können« dafs jedea j- nrpeine 

~rzp ist; daher man auch« wo man während derael« 

ben dennoch dXrrpdx etwa geschrieben findet, die-* 
ses nur als eine bec^uem zu schreibende Gleichung he« 

trachten kann , aus welcher sich -r- =: p sogleich her« 

stellen läfst. Inde9sen kommen auch Fälle vor, wo 
die Ueberzeugung von der Richtigkeit und Schicklich- 
keit ^des Resultates an Anschaulichkeit dadurch ge- 
winnt, dafs man sich die Differentiale der urbelegten 
Gröfsen und ihrer Function noch in ihrem Verschwin- 
den zu denken sucht« 

Aixch muls man die Frage nach der Gröfse des 
FunctionsdilFerentials dadurch herzhaft zu beantwor- 
ten wissen, dafs sie eine p malige o ist« 

S« 7« Wenn man zwischen der Benutzung des 

dX 

j- — p in der Differentialrechnung« und der Benu- 
tzung des p vermiuelst der Form dXzzpdx in der In^ 
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/ * 



tegrailrechnung nicht gehörig unterscheidet, ohne deut- 
liche Darstellung des Diiferentialquotienten und der 
ihm eigeiiihümiichen Benutzung, immer nur die. Dif- 
fereniialform dXnpdx -f- Qdx^ -f Rdx^ + Sdx* etc. 
VQr Augeu hat: so ist es aehr natürlich, dafs dieses 
dX, wenn dx~o geworden seyn soll, als ein nichts 
hestimmendes Aggregat von Nullen erscheint, und maii 
dah^r für nöthig hält, das dx niemals völlig zzo ge- 
worden, sondern nur Unendlich klein, 'dem o ohn 
Ende sich nähernd zu fordern. Demnach hat man es 
hei diesem Lehr vortrage nie mit dem von uns so ge« 
nannten geujiuen Differential, sondern immerfort '\ 
nur mit dem von uns so genannten werdenden 'dX 

rül p'dx -|-^ Q*dx*-J"^*^^^ '4"^'^* atithun; dessen ür- 
differential immer nur ein immerfort kleiner werden- 

«o x^ 

des *dx zz — bleibt, und niemals ein rz — mo, ge- 



OC 
wordenes dx ist, wenn wir a wischen OC und 09 

auch hier, wie in Vorerinner. VII, unterscheiden. 



T^om relativen Verschwinden. 

§. 8- Dadannp'dx;Q.'dx'r=p:Qdx, folglich auch 

p'dx; p^dx^-Q'dx*— p :p + Q'dxiri : i + ^'dxistj 
V . ' P 

auch eben so Q'dx^; R'dx^ = Q:R'dx, folglich 

auch Q^dx^ ;Q*dx^+RMx3=:Q: Q+R'dx=:i : i+5'<3i^ wt> 

so sagt man, dafs sich das Verhältnifs, S um tue aus 
erstem und zweiten Gliede zum ersten Glie- 
de. und eben so das Verhältnifs, Summe auszwei-, 
tem und dritten Gliede zum zweiten Gliede, 
ohn £nde dem Verhältnifsv i : i , dem Verhältnisse der 
Gleichheit nähert; folglich das z\yeite Glied, als ver- 
schwindend gegen das erste^ heben dem ersten 
wegfallend sey,. neben den^ «weiten aber eben so das 
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dritte schon verschwindend , und daher die Abglei- 
ehung 'dX=rp*dx nur' einem unendlich Kleinen 
Fehler unterworfen sey; der nun anch eine 
noch 80 kleine Gröfse, so Tange sie gröfser 
als o angegeben würde, nicht betragen 
könne« ' ' 

$. 9* Da auf diese Weise die unendliche Klein- 
heit des Fehlers durch die obigen Proportionen erwie* 
sen seyn soll, so kann sie nur verhältnifsmä fsig 
zu verstehen seyn, upd nölhigt uns, auch auf die 
Cröfse des Gliedes zu achten, neben welchem ein 
anderes soll weggelassen werden, indem wir überzeugt 
seyn müssen , dafs das wegzustreichend^ in Vergleich 
mit dem stehen bleibenden etwas-^nendlich kleines 
sey. \yo nun aber der Coefficient p noch eine Fun- 
ction von X ist, die also für einen oder auch meh« 
ÜretWerthe ihres x sich als eine p=:o ergeben kann, 
für diese Werthe des x also arich p'dx~o. 'dx — o 
seyn mufs: da würde man nun entweder behaupten 
müssen, dafs auch gegen diese schon wirklich vor- 
handene o, das noch in seiner unendlichen Annähe- 
irung an iro begriffene/ Q*dx*dx dennoch unend- 
lich klein sey, oder man mü(ste behaupten, dafs in 
diesen Fällen *dX~Q'dx*dx zu beachten sey! Der ganze 
Beweisgang in §.4v würde uns zu der letzten IBebaup- 
tung verleiten, die wir aber späterhin für unschick- 
lich anerkennen müfsten , sobald wir zwischen dem 
ersten Ditferential dX und dem zweiten Diffe- 
rentiale ddXrzfQdxdx gehörig unterscheiden gelernt 
hätten* Demnach müfste nlan , zu erweisen suchen, 
dafs gegen eine solche o, als p'dxzio. *dx seyn kann, 
das dem o unendlich sich nähernde Q*dx*dx immer 

noch wi9 1 : —t" «Jc^ verhalte* Dieser Beweis dürfte 

' oc • ■ 

dooh^ «ohwie^ig und ^ unangenehm' denen Mathemati- 
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» 

kern fallen, welche, um nicht mit einem dxno sti 
ihun %u haben, nur ein *dx dem b unendlich sich nä- 
hernd gestatten ^wollen ! 

Wir brauchen uns um diesen mühsamen Bewefs 
nicht zu bekümmern, da wir aus $,3 und 4. es wis- 
sen, "dafs allemal dX — (p'-|- o -f- o etö*) dx, also auch 
für pn^o ganz genau dXno. dx sejn xfiufs« 

5. 10, Obgleich wir allerdings von vorne her 
schon allgemein es wissen, dafs mit dem UrdifFereU' 
tial dxzzo geworden, auch jedes Folgedifferential dX 
m geworden seyn mufs, weil ja, sobald die Gröfse 
der Ursache vernullt ist, auch die Gröfse djs» Wir- 
kung sich vernullt haben mufs: so würden wir doch 
dabei immer noch ungewiß bleiben können, ob auch 
pdx für sich allein schon ~o geworden seyn müsse, 
wenn wir nicht in Voreriilner» IX. es erwiesen 
hätten, dafs in dem noch formenvollen genauen Diffe« 
rentiale dX— pdx+Qdx« + Rdx^.,.) jedes Glied für 
sich allein auch r=:o geworden seyn müsse« Denn 
ohne diesen Beweis würde ja die Möglichkeit übrig 
bleiben, dafs dX als algebraische Summe aus mehren« 
sehr oft auch unendlich vielen Gliedern, allerdings zzo 
seyn könne, obgleich einige der Glieder, namentlich 
auch p dx für sich allein genommen, bei solchen Wer- 
then des x, wodurch p~oO sich ergiebt, ei^e end- 
liche Gröfse geworden seyn^ könnte! 

$•-11* Nur hypothetisch allgemeine Lebren 
habe ich in der Ueberschrift dieses Capitels verspro« 
eben; denn nach dem hier befolgten Vortrage bleibt 
ihre wirkliche Allgemeinheit uns ungewifs, so lange ed 
uns ungewifs ist, ob jede algebraische oder auch nicht 
algebraische Function eine der Form p Ax + Q Ax* 
-f-Ri^x^ etc. unterworfene, oder doch unter werf bare 
allgemeine Differenz aX habe. Gesetzt anch, 
dafs dieses schon im Anfange der Wissenschaft befrie- 
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djgend könnte erwiesen werden, woran ich nicht nur 
nach allen mir vorgekommenen Versuchen, somlern 
auch von* vorne her zweifele mufs: so ^ würde ich 
doch nicht für rathsam.achten , an dieser allgemeinen 
Fqrm des endlichen AX sich zu halten« . Für alle 
Sedürfhisse desInfinitesimal-Calculs ist es ja schon hin- 
reichend zu wissen, dafs jedes formenvolle genaue 
Differential dXrrpdx + Qdx^-f Rdx^ etc. nämlich 
jedes dX dieser Form unterwerfbar 8ey; und diese 
Allgemeinheit wird leichter zu erweisen seyn, weil 
diese Form d^s genauen Differentials auch aus solchen 
AX folgt, welche dieser Form noch*nicht unierwor* 
fen sind, und oftmals ohne viele Mühe ihr nicht zu 
uil^terwerfen seyn würde. 

So gewifs es ist, dafs man aus jedem dX dieser 
Form auchiauf ein 'dXrrp'dx + QMx* +R'dx4- etc. 

und hieraus auf ein A^zr pAx-j-Q A^* + R A'^ + ß^c- 
surücK schliefsen Könne; so würde man doch unrecht 
meinen , dafs es nicht noch anders geformte AX und 
*dX für dieselbe Function X geben könne« Diese 
andere Formen können vielmehr in anderer Hinsicht 
rathsamer, auch leichter zu finden seyn, ohne sich 
für die. Auffindung des genauen pifferentials weniger 
bequem zu erweisen, 

Anfängern möchte ich rathen, in Hinsicht der 
aufgestellten allgemeinen Form nur auf das formen- 
volle genaueDi ff eren tial zu achten; nämlich, indeni 
sie nach und nach immer mehr und mehr Functionen 

m 

X difterenziiren lernen, sich zu überzeugen« dafs Je- 
de« aufgefundene dX der obigen Form Unterworfen sey» 

Späterhin werden wir dann die Allgemeinheit die- 
ser Form bündig zu erweisen suchen, 

§. 12. Für geübte Leser, welche aufscr dem er- 

«ten DifferentialquotienteH -?- =i p , auch mit dem 
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- ^- . - . . ddX dddX 

höheren , zweiten » dritten o, ft, w» -g— ^ = q 5 -jT" 

rür r, Q* 8, w. schon beliannt; sihd » will ich noch fol- 
gendea mittheilen« 

Späterhin wird ea ervtieaen werdfsn, dafa jedes 
Differential dX = pdx + i q dx^ 4. JL rdx^ + 
Sdx* 4- etCt iatt 

E.ulert der aacb tun diesen Theil des hohem CalcuU» 
tntgemeine Verdienste hat, nennt diese Keihe das yoUstän^ig«^ 
Differential; und meines Wissens' sind auch alU Mathemati- 
ker nach ihm in der Meinung geblieben » da(s der Abglei« 

dX 
chung dX=pdx, also auch den -j- =:p, nicht allgemein 

sn trauen aey; weil in tolchen Fällen da ^ oder r, u.s.w« 
•ich unendlich grofs ergiebt, auch Von diesen Gliedern her 
etwas hinzukommen könnte. 'Da w^ir uns dieser Besorgnifs 
Töllig entledigt haben ($*0* >^ wissen wir, dafs durch dX 
£=^pdx allein schon die Gröfse des ersten Differentials allemal 
Töllig genau angegeben wird* In Hinsicht der Grofse dieses 
ersten Differentials kann also etwas^ yoHständigeTes nicht vor- 
handen seyn; und eben desselben werden y^it aus denselben 
Gründen auch für die Abgleichung des zyreiten und dritten 
Differentials ddX = Qdx'5 däX=Rdx'u. s, w. uns versichern 
hönnen« 

Obgleich in der Reihe dX = pdx + 7?^*' + 2^ '^^* 

J- u« $• w. die sweiten und dritten Differentlal^uotienten 

ddX dddX 

etQ. ^= "^^ undr^=s "^SZy "♦ •♦ w. mit yorkomnien: so ist 

doch daraus nicht zu schliefsen^ dafs ihr dX auch auf diese 
höheren Differentiale sich mit erstrecke; sondern die Auffin- 
dung dieser Differential^uotienten ist das leichteste und be- 

quemste Mittel, die Gröfse der Coefßcienten Q=^ ^ ' ^^ JH 

SU finden, von welchen die vollständige Form des er^ 
sten Differentiales dX abhangig ist, aus welcher dann sO" 
gleich auch auf die vollständige Form der ersten Differenz 
A X == p Ax + Q Ax^ -f- RAx' -H «tc. kann geschlossen 
werden, auch für die Falle« in welchen p=o ist» die voll- 



^ 
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standige Fonn des zweiten Differentiales ddX selir 'Iflidu 
Kann geschlossen werden« 

Lagrtnget der durch seinen Funcdonencalcni die Lehren 
der Infinitesinalrechnang strengc^r und zaTeriässiger als dnrch 
Betrachtung der Infinitesimalien su erweisen wähnte, hat 
nicht nur diesen Irrthum der vor ihm gewöhnlichen Infine- 
tesimal- Methode in die Lehren seines Functionencalculs mit 
übertragen « sondern auch durch einen eigenthümlichen Be* 
weis für. diesen Irthum ihn aufs neue autorisirt ! M» s» ipei« 
neu Aufsatz ; Die von Euler , Lagrange » Lacrolie u, s« w« he« 
Lauptete Trüglichheit gewisser Differentialen, Differentialquo- 
tienten und fonctlons J^r/veei, findet nicht Statt, und die Ton 
ihnen aufgefundenen Formen sind die unrichtigen; als \An* 
fiang zu der Abhandlung: Fomuäae radii oscuUuorU 9tQ^ "Dtv^' 
den bei Arnold i825* 



Sechstes C api t el. 

Regeln zur bequemen Differenziirung der algehraU 

sehen Functionen. 



$.1. Unter allen X» unter allen Functionen dea 
X, i^ die Xrr x", als eine beliebig doch bestimmt ge- 
gebne, unveränderliche nte Fotena einer veränderli- 
chen Stammgröfse x, der ersten und vorzüglichsten 
Beachtung werth. Wird ihr x zpit der allgemeinen 
Diiferenz J\^x belegt, so mufs die belegte Function 
X' rr (x + A^c)" zufolge der ersten Binomialreihe 
(Vorerinner. V.) 

als ein X^rrx" +nx"'"» A^ -{ — '" — '^^^ x**""« Ax* 

n.n->.n- -^^^.3 3 

1. «♦ 3 ^ ' 
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»ho A. X" = nx«-« Ax + "'"~*' *""' A*' 



. l. a 3- 



folglich ^ = nx-> + IIJL^ x-» Alt 

+ ii,n — i.n — 2. „__ ' 2 ,* * 11 
_- x^^-s Ax* + . . als allge- 
1. ö. 5 . ^ l D 

meiner Differenzenquödent , und demnach (IL §• 8«) 

*d,x« _ „ , I n.n-^i, „_,., , n.n— 'i.n—u. 
_— nxn— s -j- , — .x^*^* dx4- 



<■ « 



•d X ~ - ' 1. 2 * !♦ 2* 3 

X«*"** *dx'... als ihr noch werdender, noch im Wer- 
den begriffener Differenzialquodent sich ergeben. 

Unter d^m schlechthin geschriebehen dx nunmehr 
ein wirklich rro gewo^rdenes Differential verstanden» 
h«t man 

— — ~ ÄX""^* + — • x**^*dx -i : — •♦ 

dx ; 1. ß * r. 2. 3 

xia— 8 dx^ -|- . . •.• als den noch formenvollständigen ge- 
nauen Differentialquotienten, Jedes Glied» dessen Gröfse 
mit dxzio sich vcrnullt» völlig weggelassen, hat man 

d% X™ 

— 7-r— zr nx**""* Als den GrOfsenwerth des genauen 
dx 

Differentialquotienten, welcher nun auch schlechtliin 

der Differentialquotient genannt wird. 

§. Q. Nach Vorer inner. V. §. 2. vorausgesetzt, 
dafs das Binomialtheorem in seiner ganzen Allgemein* 
^heit, nämlich für jedes n, es mag eine bejahte oder 
verneinte, ganze oder gebrochene, rationale oder irra- 
tionale, auch unmöglichei Gröfse sejn, schon vor dem 
Angriffe des Infinitesimalcalculs durch endliche' Analyse 
erwiesen sey, sind wir nunmehr schon gewifs» dafs 

d. x** "*■ 

der Differentialquotient -^ — — nx**—* eben so all- 
gemein gültig ist. 
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§. 3* Da alle ßesulute derlnBnitesimalrechnung, 
welche durch die Difüer^nzialrecbnüng allein, ohne 
hinzukommende Integrierüng , abgeschlossen werden, 
am deutlichsten durch die Grofse des genauen Difte- 
rentia)^uotienten sich ergeben i bei diesem aber den 
Anfängern, welche bisher nur mit der Analjsis endli« 
. eher GrSfsen zu thnn hatten » die Bestimmung seiher 
endlichen Gr.örse deutlicher, als die Bestimmung des 
DiflFerentials d. x° " nx^-» dx —tDi^—K o einleuch- 
tet: 80 mogeti solche Anfänger allerdings bei demOif^ 
ferenziireb einet Function ihr erstes Augenmerk auf 
die Bestimmung des Differentialquotienten richten; 
dessen GröFsenwerth im allgemeinen p genannt« doch 
allemal eine Function oder ScheinFunctioti,. t^oti x ist, 
im letzten Falle eine von X abhängige » also in BO 
fern eons tan te. Grofse ist, im erstem Falle doch nur 
för einige Werthe des x sich ü^o auch bisweilen ^00 
ergibt 

$. 4* ^^^ ^^^ ^^' ^^^ Vorhin behandelte Fun- 

d. x^ 
ction X^ zuvörderdt den DifferentialdUoUenten ^ '^ '■■ 

^ dx 

n nx*^"*» gefunden hat. Wird aus dieder gan» genauen 

Grofse schliefsen hönnen, dafs auch d.x" rznx"—' dx 

eine ganz genaue Bestimmung des d. x^ ausmachen 

mufs; nämlich eben so, wie die ganz genaue Gr5f»en- 

bestimmuhg des -i-** durch dxüiö geworden gefun- 
den iat, auch die ganz genaue Bestimmung des d.x^ 
n: o lediglich darin bestehen kann^ dafs sie eine nx^~' 
n^ialige o idt. 

§^ 5. Da wir aber dpStarhin einsehen werden, 
daf$ füt die anschaulichste und angemessenste Benu- 
tzung der Infinitesimalmethode (namentlich auf 
angewandte Mathematik) die Aushebung des Differential- 
qjitotienten meistens einen ganz unnöthigen (und sehr 
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undeutlichco) Umweg ausmacht: so ist es etwas 
werth« daTs wir nach unserm Lehrvortrage auch aus 
dem formenvollständigen genauen Differential unmit- 
telbar auf dessen GrÖfse, auf .das schlechthin so ge- 
nannte Differential mit völligster . Schärfe und Deut^ 
lichheit zu schliefsen wissen. 

Denn, wenn in dem formenvollständigen dX 2Wei 
aufeinander folgende Glieder N dx" und Mdx*^+» sin^, 
so mufs« M mag deyn, welche Function von % es will«: 
all^toal Ndx« 4-M'dx«+»rr (N+Mdx> dx" z^ (N-f o). 
dx'^ =rN«dx^ seynjkannalsoindemformenvollstädligen 
dX!:i:pdx + Qdx^+Rdx^...*. Ndx« +Mdx" + ^..* 
j^des Glied» bei deiner Summirung mit dem vor- 
hergehenden Gliede, "Weggestrichen werden, bis man 
zu dem ersen Gliede pdx gekommen ist, welches wir, 
obgleich es , wegen seines dx i^z: o geworden , eben* 
fairs, wie das gan^e dX eine völlige o ist, dennoch' 
beibehalten müssen; für die Integralrechnung,' weil 
wir dort aus der Form dieses Gliedes auf die Forra 
der Function X zu schliefsen suchen; für die Diffe^ 

rentialrechnung aber, weil aus dXmpdx auch ^xip» 

folgt, \ 

§. 6. Unsere Forderung, dafs das ürdifferential 
dx^ und daher auch das Folgedi fferential dX ein völ*^ 
lig rro gewordenes dx und dX Beyn soll, haben wir 
es zu verdanken, dafs der Scblufs aus dem genauen 
Formendifferential 

dX, t= pdx + Qdx* + Rdx3.:.. 
— (P + 9^^'+ Rdx*) dx.... 
auf dX — pdx, eben so völlig befriedigend ist 

2^^ der Scblufs ' 

aus s— rr p + Qdx + Rdx* 

e dX 
auf -pr ~ p, 
dx ^ 
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J5' 7* ' Wenn , wir zur Entwickelang des X' 
ZI (x + Ax)". suttder ersten in g. i. befolgten Bi- 
non^ialreihe uns der zweiten (Vorerinner. V« 
§• 50 bedienen, so erbalten wir 

Ax / , 11. n-f 1. ,_„ /" Ax 



'AX rr nx« 



x + Ax 



, , IIb h-f-i. 



, n.n + i.n4-a ^ 



1. 2 

Ax 



( 



x + Ax 



)■ 



1. 3. 3 

also 'dX rr nx" 






dx 



+ 



n. n-|-i< 



Cx+'dx) 



x-f' dx * !• a '" V.X + 
i i.n + i>n + fl , /^ '^x Y I 
^ 1, 2. 3. * Vx+W V **' 

folglich dX = p'x«-» dx 4- ?*""^V x«-a dx« 



n.n + i.n-f-ß* 



!♦ a 



x«-"3 dx* 4" 



1. fi. 3 

weil ja mit *dxrrdx:r;o auch x-^-'dx zrx-j-^xzix 
geworden seya mufs; 

daher dX ~ nx"— * dx, wie vorhin. * 

Lediglich das schlechthin so genannte Diffdrential 
dX, nicht auch das formenvöllständige dX» ist mit 
dem vorhin gefundenen einerlei; welches in der Inte- 
gralrechnung die Frage veranlassen könnte, ob viel- 
leicht vermittelst dieser zweiten Form einige Fun- 
ctionen, die man bisher nur näherungsweise zu be- 
handeln vermochte genau integrirt werden konnten! 
Da wir aber in der Integralrechnung lediglich aus 
^ der , im genauen GröfsendifFerentiale dX übrig geblie- 
benen Form zu schliefsen uns deutlich bewufst seyn 
werden, und diese einerlei sich ergiebt, wir mögen 
uns der ersten oder der zweiten Binomialreih^ be- 
dient haben : so können und wollen > wir der Gewohn- 
heit getreu bleiben, und zur fernerhin folgenden £nt- 
Wickelung der Difterenziirungsregeln allemal die er- 
ste Binomialreihe voraussetzen. Zur Bestätigung 



' N 



■t - 
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dessen» was wir in V. JJ. ii. behat^piet haben, wollen 
wir nnt noch-'bemerken , dafs die zweite Binoniial- 
reihe ein A*^" gegeben bat, welches, so wie es da- 
etebty der in V. §♦' !• hypothetisch aufgeführten allge- 

ineinen Form AXirpAx + QA^^ + RAx^ -p 

noch' nicht unterworfen ist* 

§« 7* Die erste Binomialreihe giebt uns 
<Z.x» rr nx»-» dx + "'"~ ' x«-3 dx* 

' 1. 2 

+ n. n — 1* n — 3. „ , j ^ 

.. . 1. a» 3 

der Form dx r: p dx + Q dx^ + R dx^ 4. Sdx^ -f . . » 

dergestalt unterworfen # dafs jeder der Coefficienteti 
p,;Q, R4 ••. aufser seinem numerischen Factor ei- 
nen dimensorischen x"""*; x*^~^; x^""^; ..• in 
fiich hat 9 welcher mit seinem dx ; dx^ ; dx^. multi- 
plicirt, für jedes Glied die n Dimensionen herstellen 
mufs ; wodurch die säromtlichen Glieder dimensorisch 
gleichartig und dadurch additiv bleiben. Die nume- 
rischen Factoren, (die man häufig auch numerische 
Cpefficienten genannt findet) 

h.n-Tji. n.n~i;n^-a. n*n-i.n-fi.n-3. 

»anduTchÄj ^ r € ; i) ; etc. 

der Kürze wegen anä:udeuten. 

Wenn die dimensorisch gleichartigen Gröfsen meh- 
ret Glieder n^ch einerlei Einheit ausgedrückt wirk- 
lich summirt werden sollen, so mufs es durch Sum« 
mirung der 3(f ^, € etc. geschehen, die man sich 
daher als Zahlen zu denken, üitd daher mit Recbt nu- 
nierisch genannt hat, obgleich es bei der so allgemei- 
nen Bedeutung des n im allgemeinen bihömi)schen 
Lehrsätze oft seht sdhwierig fallen würde, ihre Zahl- 
gröf$e' auch nur NäherungdWeise auszudrücken, und 
' überhaupt, der wirkliche Zahleriausdtuck im allgemei«» 
nen Sui&ttfirlsA ismbehrlicb bleibt« ' - ' 
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$.;8. Zwitcben den ur belegten > ursprünglich 
mit eineni Differential belegten» und den folglich 
belegten veränderlichen Gröfsen, haben wir durch den 
bisherigen Vortrag in so fern schon unterscheiden ge« 
lernt, als wir uns jedes AX der Function X durch 
die Belegung Ax ihrer Grundgröfse bewirkt gedacht 
haben; und diese« wird hinreichend seyn, auch an* 
dere nicht so einfach von einander abhängige Belegt- 
heiten verständlich su erklären. 

J$.,9. Wo ich mi^ der grofsen Bnchstaben X, Y 
uiid Z bedienet sollen darunter Functionen des x« 
y und 2 fernerhin, und in diesem Capitel algebrai- 
sche verstanden werden. Bei einigen Sätzen ist es 
rathsam, Anfänger durch solche grofse Buchstaben in 
der Hürze erinnert zu wissen t* dafs sie sich so eben 
schon Functionen von veränderlichen und verschie- 
denen Grundgröfsen vorstellen sollen« Alles, was sie 
dann fiir diese Functionen als bündig erwiesen aner- 
kannt haben, mufs sich ihnen eben deshalb auch 
für die Grundgröfse erwiesen darstellen, weil ja 
jede Grundgröfse x als i«x betrachtet, sogleich auch 
eine Function des x ist* Uebfigens aber wird schon 
der dritte Lehrsatz zeigen, dafs ich zu rechter Zeit 
a]ach an den Gebrauch der kleinen Buchstaben zu ge- 
wöhnen auche, wo die Sätze ohne besondere Rück- 
sicht auf ursprungliche oder abhändige Belegtheit aus- 
gesprochen werden, und in jeder Belegtheit als so!« 
eher begründet sind. 

j$. 10«. Die folgenden fiinf Lehrsätze werden nun ' 
zur bequemen und sicheren Differenziirung aller al- 
gebraischen Functionen, hinreichend seyn , wenn 
i^r für einige Fälle allerdings auch schickliche Sub<^ 
stitutionen zu Hülfe nehmen. Ungemein viele, ge*^ 
wohnlich durch Substitutionen abgereicbte Differenz 
aiinrngen werden indessen durch unsere £rWeiterun- 
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# 

gen de0 ersten Lebrsatsee (f» 17. u. 51.) unmittelbirf . 
nnd eben dadurch dentUcher und eicherer abgethan 
•eTU. 

^Erster Lehrsatz. 

$. 11. E$ ist drx<^ r: nx^-i dx, und eben 
desbalb auch d. ax<^ :z: nax^^*"^* dx» wenn der 
Factor a eine ba^tftndige Gröfse» oder 
doch eine solche veränderliche OrbTse ist. 
die kein x, auch keine mit x vejrXnderliche 
GrSTse enthält. Nflmlich: das Differential ei- 
ner nten Potenz mit unveränderlichem n und verftn* 
derlicber ^tammgrörse x, ist das Product aus de^i Ex- 
ponenten n» und X hoch n— 1» und dx, dem pi|f<9* 
rentiale der Stammgröfse; und durch einen co^stiw* 
ten, oder doch vom x unabhängigen Factor a der F.on- 
ction x^ wird auch ihr Differential ipultiplicirt» 

Beweis. 

$'• 112. Für Xizx<^ ist der Satz schon in $. 1« er- 
wiesen; daher hier nur noch darzulegen ist» wie der* 
selbe Beweis auch fnrXnax'^ gilt. Dieser Function 
belegte GtöFse ist 

X' nr a (X 4- dx)tt n: a (x" 4- nx»"-^ dx 

+ . x°"«dx' ri- ) 

•Uo aX r: a(nx»-»dx -j- "' . ""^*' x»~«dx'-f .) 

rix 

also j— :r: anx^^^S mit dxr:o geworden, 
ax 

dX 
und dX rr nax^*-^ dx; welches nicht nur aus •>-« 

sondern auch unmittelbar eben so gut aus dX kann 
gefolgert werden» 

(Wir haben nämlich, wie man leicht durchsiehtt 
flicht uöthig allemal so umständlich wie es in ({. 1« 
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getcTiehen ist» snvörderst ^X hinzuschreiben, daraui 
m( *dX BU schliefsen, und' dann 'wiederum besonders 
dX hinsuschrieben ; da ja die Form für ^X, ^dX und 
dX einerlei ist.) 

\ '■ 
, Z u s. a t z x^ 

$« 13« Eben so wurde %ian allerdings auch tut 
jede Function X in den fernerhin folgenden Lehr« 
alisen es darlegen können, daft durch dieselben Schlüa* 
ae, wodurch man dort ihr dXnrpdx gefunden hat» 
auch ihr d.aXrrapdx sich, ergeben mufs. Man wird 
aber auch schon durch Betrachtung des einen hier 
Torge^egien Beispieles sidi ' allgemein überzeugt fin* ' 
den» dab diese Folgerung eben deshalb allemal Statt 
finden mufs» weil ja der Factor a eine von x gans nn- 
abhängige Gröfse ist, und indem er die x, aller ihrer 
verinderlichen Werthe unbeschadet, amal zu nehmen 
fordert, auch dessen Belegung dx ebenfalls 
amal zu nehnien verlangen mufs; daher 
überhaupt, wenn dXrrpdx, das ist d.i.X=i. pdx 
sich ergeben hat, auch d«aX=apdx seyn mufs» 

■ 

Zusatz 6. 

$• 14* Eben so mufs, wenn der von x unabhän- 
gige Factor ein verneinter — a ist , auch d» -« aX 
z:!:— apdx, namentlich also auch d(— X)— d(— i»X):r: 
-— i.dX— — dX seyn» 

Da nun das regelmäfsige Urdifferential dx allemal 
dinen Zusatz zur absoluten Oröfse des x ausmacht 
(Itl* $• 30.) so hat man . 

d(— x"*)— — I» dx** rr — i.nx*"-» dx 

aber dC— x)» — n, (— x)»-^ — dx ir — n (— x)*^-» dit 

sind also d. -^ x^ und d (— x)^ einander gleich , oder 

entgegengesetzt bezeichnete OrSben, jes nachdem n«->i 
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eine gerade oder unjeerada ZabU also n eine ungerade 
c^der gerade 2S4hl i»U > ^ * 

Beispiele für den ersten^Lehrsatz. 
§• 15. i^x*r;axdx, und dx^n 3x*dx 

df xs= d.x^= f i^ dxrr jx ^ dx = -21 = ~- 

^ * «xj s>rx 

m xr I ■ 1% 
dx • ' - * - 






d. — — d.x-»n— m^ -" ^dx~— ---r- 

Xm - . '«— 3^m + i 

df:^^ = d-3^^=ix^"^'dx — ^x^dx=^fx;ar 

3 5 3 

d« ax<i ~a^ X9 di^ rz a ^ x 4 dx 
q q 

d,axi- = ^aPx-^-^ d:, -- ^-f x-Q+*>'a« 

^^ ap dx . , 

AU Beispiele zi} §« 14^ 
bat m%n d. — x^nd—* i/x'rr-^i. dx^rr— Jx^dic 

iiiid d (— x)3 zr 3 (— 30** — dx = — 3 X* dx ; 
idagegen d. — x^ 1:1 d — i. x* r:— - ßx dx • 

und d (— x)^ r: 2 (— x). — dx ir sx dx. 

§. 16. Absichtlich habe ich diese Beispiele und 
die säa^mtlichen Ausdrücke im Lehrsatze und datisii 
Beweise so gewählt « dafs man durcbans verwlaftt ge* 
wesen ist, sich die Stammgröfse x ali' die ur*. 
belegte Grundgröfse zi;i denken, welcher das ut'^ 
difFerential dx zugelegt, und durch dieses -das Dif- 
ferential der Function ^^ als. F o 1 g e differential 



^\ 
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Belrirkt wird ; damit mKn deutlich einsehe , worin 
die nunmehr folgende beträchtliche Erweiterung det 
Lehrsatzes bestehe, 

■ 

Zweiter Lehrsatz; eine Erweiterung des ersten. 

$. 17, Es ist auch d.X« zu nX«-» dX (nach 
J. 13« also auch d. aX<^ ZZ naX*^**^ dX) wenn die 
Stitmmgrö fseX selbst schon irgend eine be» 
HebigeFunction von x ist, also in dieser Hin- 
sicht dX, das Differenti%l der Stammgrörse^ 
noch "besonders su finden sejm dürfte, 

3 e w e i s. 

4f* ^8* ^^^ f^' ^o Function X durch das wer* 
dencte Differential *dx ihrer GrundgrÖfse zu bewir- 
kende Di£Ferential MX sej, was es woHe^ ao ptiuGs 
doch der Function X'^ dadurch belegte Grobe 

(X») = (X+'dX)n — X^^ nX«-' «JX + "' " 7 ^^ 

Xn— s «dx* + ...♦ seyn, vermöge der ersten Binomial- 
reihe (Vorerinner. V. $. 1.); also auch das werdende 

Differential 'dX« TZ nX«^-» MX 4- 2l!lZli* xa-«'dx* 

4* • « ••• so lange *dX mit 'dx noch in der Annähe* 
rung au 1=: o begriffen ist« Da nun X mag eine Fun- 
ction von X seyn» welche es will« allemal mit dxno 
auch dXrzo geworden seyn mufs: so hat man daa 
HO^h formenvoliständige genaue Differential 

d-Xi^nnX*^-»dX+ "'"— ^' xa-adX^-Ll bP^^;"— ^ 

X«-3dX5 -f etc. 

SMO d.X» rr(nX»~»4— — X"'""*o4- ' 

' . i. ö ' 1. 2. 3 

X^-t.ö.o), dX 
=:: nX*^~*. dX« ils die Oröfse des genauen Differen- 
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tiaky welche lediglich darin bestehen kann« dafs diese 
d«X» r: o eine n.X^'^'mal ao vielmalige o iar» 
ala die dX ea aejn mufa. 

Z u s a t z u 

$• 19« Wenn man nSmIich auch die Stammgröfae 
X ala Function deax.zu diSerenziiren , alao das p im 
genauen Differentiale dX;irp.dx su finden weifs: ao 
hat man dann anch d.X'^ n nX^-^^ pdx. Dann hat 
man, wie man in der Kurse aich ausdrücken hahnp 
die X*^ nicht nur auf X, sondeta auch auf x diS^ 
renzürt. 

Z u s a t z X. 

» 

$• so» Dann weifa niiiii auch den apecie41eii 

d X** 
Differentialquotienten ■ ' zz n X'^"~\p antageben» 

Selchet auch die der Function X zugehörige Bestim- 

müng r* r= - ZI p mit ausdrudkt, nicht wie der all- 

dX"* 
gemeint --r--- rr nX»*-^ nur diese Bestimmung 

tiXn-*> angibt, wdche allen X'' Ifit jedes rerlnder- 

Uche X zukommt, fdlglich ihr ^ iz - unbestimmt 

iMsen murs, und daher auch vom dX lediglich die 
allgemeine Eigenschaft einea jeden Differentiale zu be* 
nutzen weifs, dafs ea ein dX rr o geworden seyn muTs» 

Z u s a t z Z* 

$* 91* In jedem Falle iat es rathaam» sich vHv^t* 
detst darzustdien das allgemeine DiffereAfial d*X** 
rr nX»-> dX, woraus erhellet, dafa der specielie Dif- 

£srentialquotieAt -^ — rznX^'-»/ v- ist, also in Hiu- 
^ äx dx 
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sieht «einer SpecialitSt picht eher bestimmt werden 

ft ATC 

kann» bis man auch das — des -r- ab— P zubestim* 

o dx t^ 

men weifs« In aller Hinsicht ist es IchrreicD» den 

nur allgemein bestimmenden Differentialquotienten 

-rnr-— «X**~* und den speciell bestimmenden r^- — 
dA ^ - dx 

:^: n*X'^"~^ps deutlich von einander su unterscheiden» 

Insbesondere aber erhellet auch daraus » dab man' äo- 

d. X" 
gleich an dem allgemeinen * ^ z= nX^~~' genug 

bat^ lYO man die StammgrüFse X als die ur belegte, 
also ihr dX als.das Urdifferential annehmen kann» des- 
sen ganzes Wesen darip besteht» ^^fs es eine dem X 
gleichardge» anfänglich unendlich klein angenommene 
lind dann no geworden* Belegung« des X' ausma- 
chen soll, , 

. Am häufigsten wird dieses bei transcendenten X 
%a benutzen seyn. Sey z. Ö. X n: sin x , und x ein 
TdränderHcher mit dem Halbmesser zzi beschriebener 
Kreisbogen : 

so hat nian d.CsJnx)"* n n, (sin.x)'*^» dsinx 

sin X 

ST- 



, d/(sinx)» ,. ^„ , d si;< ^ • ^ 

also ■ ^ zz n. (sm xj*"" *. — -^ — ^ und muisnun 



dx 

auch» wenn hier die Bogenlänge x als die.arveränder- 
ljcbe> Girundgrörse der Eunctioii sin x soll betrachtet 
lyerden, diese Function auf X" zu differentilren wis* 

(Sin X j" 

sen ; da sie dann d. ^--r^-i!- Z- n^ (ßin x)*-^ cos x 

dx X -» .. 

späterhin uns geben wird. 

Kann n^an aber, die Stammgrqfse Xi:: sin x selbst 
^ zur Urveiänderlichen, also d sin x als Urdi^erential an- 



nehmen : ' so hat man 



d (sin x)*^ ^ 



n. (sinx)"*~*. 



dsinx 



dsinx "*^ "' asiiix 

~ n. (sin^)»-^', mid ist ^er allgemeine DifferenriaU 
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quotient zugleich der ^pccielle, weil vv. , ein « 

rr 1 18^ , . 

Auch be! algebraisohea Functionen kann man alU* "^ 
gemeine DifFerentialquoiienten zu epeciellen durch an« 
ders gewählte Urdififerentiale pach^n , z« ^^ - 

i^y^ — 5 (fx)* iat der generelle, und erst ^(r>' 
. drx : • . . dx 

3 dT^ 3 1 2 

= 5 (rx)^ ^ :- 5- (r^)^# •^. x^T der specielle Dif- 
f^renti^Iquotient, wenn dx, wi^ gewQbqlicha das Ur- 

Differential ß^yn aolL Dagegen ist ... ^ "^ ^ '— S(X^. ) * 

dfx 

auch schon der* speciellet wenn, man Tx ab urbelegte 

Grund^rgfset also d|*jc zum Urdifferential annimmt« 



Erweiterte Begriffe von Differentialqaotitnten. 

§. 22. üeberhaupt m^fs jedes, jx schon ein Dif- 

JFerentialquotient heifsen, auch ehe wif entschieden 
8ind; ob X oder 3B oder X , (»der irgend eine andere 
X Function f die urbelegte» also dx, oder dSB oder dX 

oder'd)p das Urdifferentlal iseyp soll. Und Äyenh -r^ 

ux 

d38 1 

rr p gefunden ist, so muft -rr^ rr — seyn. 



Seispiele zum zweiten Lehrsätze 

^ S^ 23, fursojche d.X** r;:nX"""* dX, deren Stamm- 
gr&fse X sich nach dem ersten «l^ebr^atze ferner auf x 
diff^erenzüren läfst. 
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der«»)» = 5(r*»)*. arx» 

= - . d.x* r: 5.(r**y. -.x*.dx 



^. x^ dx 



'y*-Qy='h-»h 



ferner n ö -r . d* bjr-s r: — 6* -rbx-^ dx 

X* x^ 

rz — o -7 dx 

3) d [a(bx»)>3* =: 4[a(bx•)5]^da(bx^)» 

anch !r • •3a(bx»)*. d. bx« 

ferner n ^ t • fibx. dx 

r: 84 a«^ b»«. x*^. dx; hat aUo das 
Differential noch 2^ Dimenaionen 4^ x » wie die vor« 
gegebene Function; indem auch dx» nicht nur als *dx» 
aondern eben deshalb nach dem ' Gesetse der Stetigkeit 
auch als dx ~ o geworden , noch ala eine Dimension 
dea.x anzunebmen ist. 



t 

\ 



Anmerkung. 

$. 24« Allerdings würde man hier 2. B* 1) auch 
auf folgende Weise 

d.(rx3)' = d.CxO'= d.x^ZZ^ x'^'""' dx 

zr -^ x' dx 

a 

daa vorgegebne Differenriand durch vorläufige Re- 
ductionen sogleich dem ersten Lehrsatze $• ti. un- 
terwerfen, also . unmittelbar auf x difFerenziiren Itön- 
nen; späterhin aber werden wir auch allerlei ander.e 
Stao^mgtOfsen zu behandeln haben» ^ 



• I 
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Lehrsatz III. * 

$.05. Wenn SrrX—Y + Z+Ct eine alge- 
braische Summe am mehren Functionen, 
auch etwanigen conttanten Gliedern, wie 
C ist: so muTs ihr dS zz 6X — dY + dZ auch 
die algebraische Summe aus den Diffe* 
reiitialen der einselen Glieder seyn« 



ja w e t s* 

$. dS. Der SriX—Y + Z-f-C belegte Gtöfse 
ist S«=X + dX — (Y-f dY)4.Z4.dZ+C, und ron 

dieser die unbelegte S abgezogen 
gibt dS = dX — dY + dZ. 

t 
Anmerkung* 

$. d7» Von dem eönstanten Gliede C kanü In die* 
sem Differential deshalb keine Spür übrig bleibent 
weil es , dem Zwecke de^ Differentislrechiiiing gemftrs 
ist, lediglich den Teranderlichen und nie- 
mals den unveränderlichen Gröfsen ein Dif- 
ferential beistilegen (III. $.fio.}; womit aber gar 
wohl besteht, wie wir in der Folge es deutlich ein« 
sehen werden, dafs dessen ungeachtet in den Toga- 
rithmiscben Differentialen jedes ihrer constan* 
ten Glieder mit vorkommen mufs, wie dagegen in 
den algebraischen Differentialen jeder co hs taute 
Factor vorhanden bleibt, obgleich, er mit keinem 
Differenti^ belegt wird. {%. 13.) 

Zusatz u 

§. 28. Für alle Resultate, welche dnireb Diffe- 
rentialmethode allelb schon abanscbliefsen sind , mufs 
auch bei den eben hergesetzten Differentialien die 
Absiebt s^yn, dafs sie durch ihre Vernullurtg uns 
genaue Differential^uotietoten liefern isdlUn* 
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%Wenn nun atiTfer ^ «ac}i Y und Z als Function 

von X gegeben ist, 

' z. B, im S :;r ax» — bbx + x*f so kann 

txKS dS n: saxdx — bbidx -J- 3x*dx 

' dS 

auch ^ rr 9ax — r bb -l* 5x^ gefolgert werden» 

ist also aueh der Differentialquotient des S 
als die algebraische Summe aus den Differenz 
tialquotienten der einzelen Glieder gefunden; 
, - . d.ax* • d. — bbx — bb dx 

»dem ja -jj:- = «.x auch -^^^ - ,~^5^ 
C'^bb i«, u,8*w« 

\ 

% 

Z u s a t k ^'i 

§. 99. Sind dagegen die einzelen Glieder nur als 
Functionen verschiedener Grundgröfsen , X als Fun- 
cdon def x; Y als Function des 7» u.s«w. bekannt, 
dabei aber Wünsche und Hoffnungen vorhanden, dafs 
ste^ als Functionen einer gemeinschaftlichen Grun^ 
gr5fse u möchten dargestellt werden können; so kann 
man sich immerhin schon vorläufig vor Augen stellen, 

diafs dann der Differentialquotient t- — t- — t- 

^ du du du 

^ dz 
-}- -j- aeyn mufs, auch p rr p' — p'l + p'^ die ge» 

jiauen Werthe dieser Differentialquotienten 'gefunden 
aeyn werden, sobald man die Functionen Xt Yt Z auf 
u zu differentiiren.weirs, und dadurch dX rr p'du; 

dY = p'Mu ; dZ — p''*du gefunden hätte. 

— . ' « 

§• 30. Allerdings werden wir sehr vielen für die 
Praxis äufserst nützlichen Gebrauch der Differential- 
methode für jetzt schon darzulegeirwiaäeR, ohne solch 
eine Behandlung von Functionen verschiedener Grund« 
grpfsent als solcher nothig zu h^ben ; indessen war 
uns diese kurze Erwähnung von Verbindung mehrer 
Functionen verschiedener Grundgröfsen für die gleich 
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folgenden Lelirs&tze nöthig, um sie in derj^igen All- 
gemeinheit mittheilen %vl Können , voxk welcher -wir» 
für die Differentialrechnang selbst freilich erst einen 
fpäteren, für die Integralrechnung aber einen fcühe- 
ren Gebrauch .schon in dem vorliegenden Lehrbuche 
stachen werden» 

Lehr s a t z IV. 

$. 31; Wenn x,7,s und u, überhaupt vec- 
Inderliche Gröfsen bedeuten, es mögen 
nun bald einige, bald alle derselben von 
einander unabhängig oder abhängig verän* 
derHch seyn: so ist 

!♦ d^xy r: ydx -f- xdy 

II. d.xyz tr yzdx -f- xzdy 4- xyda 

III. d.xyzn ~ yaud\ -f- xzudy -f- xyudz -f-xyzdu 
und sb fort, bei nocli mehren veränderli« 
chen Gröfsen» 

£, r b t t t T u n g. 

5. 32» Wenn der Ite Fall , mit zwei veränderli- 
chen Grötsen erwiesen ist, so braucht man nur dai 
Product aus dreien, xyz, als ein (xy).z, als ein Pro- 
duct aus äiweien in betrachten, um vermöge des er- 
wiesenen I, 
auf d, xy« ZZ d (xy).z it [d (xy) ]z 4- (TV)* dz 

lü (ydx + xdy)z + xy dz zü schlieffeu 
d, i. dxyz — yzdx + xzdy -{- xydz, der Ute Satz. 

Aus dem Iten und Uten folgt nun femer 
d[|(xyz%u] "rz (d.xyz).u +;xyz. du 

ri: yMdx -f- xzudy -|- xyu dz -^ xyzdu 
welches der Illte Satz ist ; dafs also aUes darauf an« 
ltÖmmt| den Iteili Siaits erWieien zU h«h<^n« ^ ' 






I 
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Beweis durch relatives Verschwinden. 

§.33. Da des xy belegte GröCw (xy)' = (x-f dx) 
(y+^y)» «^ö (xy)* rr xy + ydx 4. xdy -j- dxdy ists 
io' würde man d, xy rr y dx -^ x dy + dx dy habeot 
wetin nicht su bedenken wSre» dab d^ dritte Glied 
ab ein Unendlich kleines der »weiten Ordnang, go. 
gen die beiden .ersten Glieder» welche einzeln, nnd 
daher auch in ihrer Sarome ein^ Unendlicbkleines der 
ersten Ordnung ausmachen, verschwindend und da- 
her wegzustreichen sey. (Meine Bedenken gegen 
dieie Beweisart aind schon 4n V. $, g. aufgestellt«) 

Unmittelbarer Beweis durch absaluie 

Ver schwind ung. 

§. 34. Das werdende Differential 
•d.xy rz y'dx + x'dy 4- "dx/dy 

ist zum d.xy rr y dx -j" *^y + dxdy 
niinlich zum genauen formenvollstSndigen Differential 
geworden, wenn dxno und dyzro geworden ist; 
dessen ungeachtet aber alle dx nnd dy noch hinge- 
schrieben bleibiiin, um die Form volisUndig beizu» 
behalten. 

Das schlechthin so genannte Differential d. xy soll 
blos^ die Gröfse des genauen Differentiales angeben» 
also angeben, eine wie vielmalige o das d, xy rr o ist. 

Nun mag man 

1) sich d.xy r: (y + dy)»dx -|- xdy> o^er mag 

,s) sich d. xy ~ (x-f-dx) dy ^. ydx schreiben: »o erhalt 
man d. xy rr ydx -|- xdy? 

weil in 1) des (y •+• dy). dx GröFse ÜT (y + o) dx rr yd:s 

und in a) des (x -[" dx). dy Gröfse rr (x 4* o) dy n dy ist, 

Anmerkung^ 

$* 35» Allerdings weib man hiermit über dj^e 
GrBfse dea Differentiales d, xy nichts genaueres zu 
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sagen,, alt dafs ea eine (7 4^ x) malige o ist.- Auqh 
mufs.man etwas Genaueres darüber gar nicht vertan* 
gen 9 so lange die x und y keiner genaueren Bestiin« 
mung unterworfen sejn sollen t als dafs sie zwei ver- 
änderliche Grörsen seyen; welche in einander^ mnitl- 
plictrt werden. Solche Unbestimmtheit isl^ als Unein* 
geschränktheit, als Allgemeinheit etwas Wjsrth. 

Wäre die veränderliche y darauf eingeschriinktt 
dafs sie ein yzzitx seyn sollte» so Würde eben da- 
durch das generelle Differential 

d. xy rr ydx + xdy auf das speeielle 
d.x.2 n &.dx 4* x.8dx r= 4xdx eingeschränkt seyn; 
welches mit dem ersten Lehrsatze übereinstimmt» 
nach welchem d.9x^ rr s.fixdx seyn mufs« 

Namentlich in der Integralrechnung wird uns 
auch das generelle Differential schon grofse Dienste 
leisten. Für die Mesultate der Differentialrechnung 
kommt es dagegen auf die GrSfsa der, Differentialqüo* 
tienten an; daher ich auch in dieser Hinsicht noch 
folgenden Beweis hinzufüge» der aber ttberdies auch 
den Anfängern vorzüglich zu empfehlen ist« 

Beweis vermittelst der DifferentiaU 

quotienten. 

$. 36. t) Ist eine d^r beiden veränderlichen Grö* 

fsen » y • ab Function der andern x bekannt » und x 

zur urbelegten Grufidgröfse angenommen: so wird 

aus dem werdenden Differential 

*d.xy — y'dx -f- x*dy -f^ *dx*dy auf den werdenden 

Different. Quotienten 
*d xy *dy 

-^ rr y + x.^ + 'dy geschlossen, der nun 

den genauen 
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geworden , anch *äy rü ay rü o geworden eeyn mufd 
(V. $/6.)* Mit diesem Ansc^rucke der DilFerentialquo- 
- tienten ist tinn die Gleichung des Lehrsatzes d.xy 
ZI ydx -j* 3tdy völlig gleichbedeutend. 

2) Ist naan blofs gewits» dafs y und x zwei von 
einander abhängige und daher einander functionirte 
. GröGsen sind, ohne y als Function von x, oder x al$ 
Fanctiön von 7 schon angeben zu können; mufs es 
abo auch tirientschteden gelassen werden, ob man x: 
oder y am schicklichsten zur Urbelegten anzunehmen 
habe: so pflegt it\an 
au6 *d. xy ::z y'dx -j- x'dy -}" '^^ '^3^ 

■ f'd.xy_ 'dx , 'dy , 'dx 'dy ... ^^ 

aut -7-T— zr yrj H xrj^ H rr'^ zuschlieuen, wo 

*du "^ du * 'du ' du 

^nun Q entweder x oder y, oder auch eine solche dritte 
veränderliche Gröfse seyn soll , welche sowohl für x. 
als y eine gemeinschaftliche Grunttgröfse abgeben, und 
schicklich mit dem Urdiflerentiale du belegt werden 

könne«, 

Hier ergiebt sich nun das genaue Differential 
d.xy dx , dy 

au "^ du * du 

dexiii CS mag das letzte Glied ■ ^ als j-. dy oder 

als dx* -T^ zu betrachten seyn, so mufs es im ersteht 
du 

F^lle durch den' Factor dylrio im zweiten Falle durch 
den Factor dxrf:o vernullt werden, selbj»t auch wenn 



o 



ra od« ^^ 



sich für den andern Factor -- x= (^^ oder — J eine 

solche Function des u ergeben sollte ^ die bei einigen 
Werthen des u ein ünendlichgrofses ausmachen könn- 
te. (Man sehe Vorerinner» IX. JJ, 9. 10.) 

.'Zusatz 1. 

.* §• 37* Gerade dieses*. öte Verfahren ist in der 
neuem Analyse das gewöhnlichst*, weil es auch das 
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^rste mit umfafst. Denn fände man bei näherer Be* 

kanhtschaft mit der FunctioniAing zwischen ,x 'und y, 

dala X selbst gana schicklich mit dem UrdifFerentaal 

könnte belegt werd^^; sa würde man sagen, dafs a 

~ X, also du rr: dx zu nehmen sey; wodurch man 

«• • X r -I d. xy dx , dy 

aus dem unter 2) gefundenen --t-^ ~ y — + 3t-p 

sogleich das vorhin unter 1) gefundene -4-~^ — 7 

+ x?^ erbat. 
* dx 

Folgerung des speciellen Differentiales. 

§• 38* Weifs mai> nun y als Function von x an* 

zugeben, auch auf x zu differenziiren , also dy m^pdx 

d« XV udx ' 

zu £nden , »o hat man ', ~ y + x^-r-, woraus 

dx » "^ ' dx 

das specielle Differentiald. xy rJ:. ydx -f- xpdx folgt, 

dessen y nun auch als Function von x bekannt ist* 

Oder hat man x als Function von u aaf u diffe» 
renziirt, dx ~p'du, ' 

auch y als Function von uauf u differenziirt, dy~ 

p'^du gefunden: 

d xy dx dy 

so weifs man, dafs -■—' ~ y-; !- Xj^ zi: yp' 

du ''du * du ^^ 

+ xp" 

also d.xy ir y.p'du -f- xp" du ist, dessen y und x man 
nun auch wohl durch einander auszudrücken sucht, 

[Ein leichtes Beispiel für Anfänger sey x~ au', 
jzzn^t also yn ( -^^ ^^d x — ayM 

Folgerung des generellen Differentidles. 

$• 39» Wenn es uns aber nicht gelingen wollte, 
die Functionirnng zwischen x und y oder zwischen 
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X und n, aqch y und u \irirMich anfzufinden , ob- 
fileicb wir überzeugt wären» dafs die erste» folglich 
fluch jede der beiden let^^tern vorhanden sey: eo wiir* 
~^en wir uns begnügen müssen, aus dem Di(Ferential- 
quotienten auf das generelle Differential d. xy ZI 7 dx 
-f- X dy zu schliefsen. Oder sollten wir am Ende ein- 
sehen, dafs zwischen x und ygar keine Abhängigkeit 
Statt findet» sondern beides unabhängig veränderliche 
Gröfsen sind: so würden wir sogar wissen, dafs durch 
das generelle Differential d. xy rz ydx -]-• :Läy alles be- 
stimmt sey, was hier bestimmt werden hann. 

Für jeden dieser beiden Fälle kann man aus dem 
genauen Differentialquotienten auf das' genaue Diffe- 
rential zurück schliefsen» weil auch der Differential- 
«jüotient schon für jeden Fail riclitig ausgedrückt und 
einerlei ist« D^nn in jedem Falle bleibt man über- 

dx dy 
zeugt, dafs sein drittes^ Glied ■ — o geworden seyn 

mufs. Der Unterschied in der Ueberzeugung ist Ic- 
^diglich folgender. Im ersteri Falle weifs man ,' dafs 
dx und dyals Folgedifferentiale mit ihrem ürdifferen- 
tiale du sich vernullt haben müssen. Im zweiten 
Falle aber weifs man , dafs dx und dy, als zwei vofi 
einander unabhängige Urdifferentiale jedes für sich 
zr o w^erdend seyn müssen ; indem ja das ganze We- . 



x^ 



s^n dieser Urdifferentiale dann besteht» dafs dx zz 

.00 

und dj — — werdend und geworden seyn soll. 



(111. §. 26.) 

Geometrische D ar Stellung, ' 

• §. 40. Seyen x und y die beiden Dimensionen 
eines Rechteckes, so ist d.xy n y dx -f- xdy -\- dx dy 
das Differential des Flächen raumes » eine Belegtheit 
des Veränderlichen im Flächenranme » welche mit 
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dx ~ und dy~Ot alsFläcbenraum «ich vcr- 
nullt haben mufs» /bei dieser Vernullung aber zur li« 
neären Gröfse x+y geworden ist, welche die bcir 
den veränderlichen Eudgränzen des Rechtecket 
ausmacht; auch wenn sie beide von einander .un- 
abhängig veränderlich sind. 

Sey nun aber z.B. die Abhängigkeit yrrsx gege« 
ben , so hat man auch dy rr a dx • also das specitflle 
Di^'erential d. xy n 2x d:^ 4~ ^* ^ ^^ völlig ^amit über- 
einstimmend, dafs d^x. i2xr3d. 2x^ rrfi. sxdx ist, wel. 
che letztere Gleichungen man freilich sogleich erhält^ 
W^enn man die gegebne Abhängigkeit y zz 2X schon 
vor der Difterenziirung benutzt, um y zu eliminiren, 

5. 4i« Sey z.B. für das Rechteck ürrxy die Ab- 
hängigkeit y-f-x~a gegeben, womit also die Verän-^ 
derlichkeit des x und y darauf eingeschränkt wird, 
dafs die. Summe beider Dipaensionen eine constante« 
Linie a ausmächen soll: so kann daraus yna— <x ge* 
folgert, und schon vor der Dilferenziirung das specielle 
U rr x(a — x) n: ax — xx mit eliminirtem y erhalten 
werden, welches nun sogleich. das specielle Differen- 
tial dUzr adx — 2xdx, alao den speciellen Differential* 

quotienten — n: a — ax gibt. 

Man wird indessen besser thun , sich zuvörderst 
das generelle Differential du n ydx -f- xdj darzustel- 
len; für die Voraussetzung, dafs dx das Urdifferential 

bleiben solle, den generellen Quotienten -r^' — y 

dy 
-f- X -p SU folgern, und dann erst aus der Abhängigkeit 

dy 
y ~ a — X auf dy ~ — dx also r^ — — 1 » und dadurch 

c^^ ' UV r 

auf -7— ~ y — xma— ^x— «xna — ax zu schlieisen. 

dx 
Denn es ist rathsam schon bei den leichtern Fällen 
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I 

9ich an die jetzt üblichen Methoden für die echwie- 
Tigen /Fälle zu gewöhnen , bei welchen hauptsächlich 
die Gleichungen zwischen den Differentialen und 
Differentialqnotienten zu beachten sind* Sogleich die 
erste hier aufgeführte Gleichung ürrxy ist als end- 
liche Gleichung so gut als nichts bestimmend , macht 
nur eine Denomination der Functionsform xy aus; 
liefert aber eben dadurch die Differentialgleichung dU 
— ydx -j" xdjr, als. eine wesentliche Hülfe und Grund- 
lage zu den Untersuchungen vermittelst der Differen- 
tii^le und Differentialquotienten. 

Z u j a t z t^ 

$• 42. Da wir, nach dem Lehrsatze, d. xyrrjdx 
-J-xdy haben, so mufs auch d,(+a). xy "ijTaydx + axdy 
aeyn; eben so auch d. axyz ~ ayz dx -^ axz dy 
4" axydy seyn, wenn a eine überhaupt unveränder- 
liche, oder doch eine von x» y und z nicht abhängige, 
also auch von deren Belegung dx, dy, dz unabhängige 
Gröfse ist (J. 13.), 

Z u s a t z 2. 

§. 43. Hätten wir schon d. xyz rr yz dx -|- xz dy 
-j- xydz unter der Voraussetzung, dafs alle drei Grö- 
fsen veränderlich seyen , hingeschrieben , fänden aber 
dann als ausgemacht, oder doch einstweilen anzuneh- 
men ralthsam , dafs z. B« die z als eine beständige, 
nicht veränderliche GrÖfse zu behandeln sey : so mufs 
dz und alles was mit dz multiplicirt ist, im Differen- 
tiale und im Differentialquotienten wegfallen; und 
wenn man hiebe! zu sagen pflegt, dafs dann dz~o 
jsey; so werden wir das unzweideutig zu verstehen 
wissen, indem wir sagen, dafs dieses dz auch als 'dz 
im werdenden Differential und Differentialquotienten 
schon no sey, -wo die übrigen 'dx » *dy noch erst 
zzo werdend gedacht werden. 
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g. 44. 1) d.ax^ 6x^ n 6a d.x' x^ zi 6 a(x^5x* 

4- x^ 1 3^ ^)dx 

= 6a(5 + i)3t*+^dx. 
Hier hätte man allerdingt auch kürzer schliefsen kön- 

nen, dafs d ax'.6x^ ==: 6. ad. x^t also schon nach Lehr- 

satz I. sogleich zz6. a. (5-|- j)x'*+^dx seyn mufs. 

3) ^ (x+y)^ x»=r x^ 3 (X + y)^ (dx+dy) + (x+y)^. ßxdx 

4) d.x** sin zirsin z. sxdx -r|- x^. d siij z* 

Obgleich wir in diesem letzten Beispiele das DifFe* 
renlial d stnz noch nicht anzugeben wissen« weil 
sin z eine nicht algebraische, transcendente Function 
ist: 60 konnte doch das Differential der Function x^ 
sin z in SO' fern sie ein Producta al«o alge- 
braisch ist, hier schon ausgedrückt werden, 

Lehrsatz V. 
§. 45» Wenn im gebrochenön — , sowohl 

der Z'ähler als derNenner veränderlich ist, 

, z ndz — zdn 
so ist d. — m ■■ 

n nn 

» 
Unmittelbarer Beweis^ 

z . /"zN* z-l-dz 

§. 46^ Des — belegte Gröfse ist [^-^J rr jqp^-. 

.z z+dz z nz-4-ndz — nz-:-zdn 

also 'd — ^ — —^ — — "'' 7 — r A \ 

n n 4""'* " n (n + an) 

n dz — z dn _ , j j 

— — T-r— das noch werdende 9 

n (n -J- dn) 
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und daher d — ~ = — r da» ceiiaue Differential. 

n nn. ° 

weil ja n -}- dn , mit dn n: o ^ genaa zz n geworden 
aeyn inufa. 

Ich halte nicht für nöthig diesen unmittelbaren 
Beweia noch atrengcr durch Aufführung des Dißeren- 
tialquotienten zu machen; da wir die folgende Be- 
weise, durch andere schon ^ völlig scharf erwiesene 
Lehrsätze vor uns haben» 



Seweis durch Leht satz I. und IL 

(J, 47- Da — — z n*^* ist, so hat man zuvör- 

n 

derst durch Lehrsatz IV, . 

I 

d — irn-i, dz -4- zd. n^.» und nun durch Lehrsaus I. 
n • 

, z ■ . , - . dz z dn _, 

d — ~ n""*. dz — 1. z n— « dn ~ — — — , w, z,E. 
n u nn 



Beweis durch Substitution ufid Lehr» 

aatz- IF. 

fj, 4Ö. M4n setze — n q, so hat man zzrqn^ 

also nach Lehrr IV. 

>dz r= ndq -}- qdn, folglich ndq zz dz — qdn. 

Das ist nun nd — zz dz -— — , durch Eintauschun^ 

n n* ° 

des substituirten q, 

, - z dz . zdn „, _ 

also d — zz ^. W^ z. E. 

n n nn 

§• 49« Änm» Das Wolfische; Welches zu Er- 
weisen, pflege ich hinzuzufügen, wo ich andeuten 
will, dafs der hingeschriebene Erfplg mit dem aufge- 
stellten Lehrsätze so gut wie einerlei ist« 
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m 

Die dort aufgestellte Formel ist niit einem — a1- 

u 

lerdingB überladen» wird aber so dem Gedächtnisse 
am leichtesten eingeprägt, auch wegen ihres allge- . 
meinen Divisors nn meistens für die Anstellung vor* 

züglich bequem befunden worden. 

» 

Zusatz. 
' $. 50. Die Formel ist auch iu Hinsicht des Be' 
jahteh und verneinten durchgreifend, auch algebrais^^ 
richtig. Wenn fc. B. der Nenner n, entweder 1) aas- 

drückiich bejaht, oder s) ausdrücklieb verneint geger 

- . j r • W-. 11 - :i 2i ndz — /An 

ben wird : so muU im g^-sten Falle d 



^^»^p— " »f H I n 



4" n n n 

bleiben (man sehe darüber III. S*'3i)» und im 

1. „ d» — ndz4-zdn . , \ 

aten Falle ir . seyn , weil d( — n) 

— n nti ^ / 

— — dn ist (lU; §»50.). 

Damit stimmt nun völlig überein« dafs durch^ie 
bejahte Belegung *f-^" ^^^ Nenners» der Wertfa des 
Bruches auch algebraisch verkleinert wird; durch 
eine verneinte Belegung — dn des Nenners aber, der 
Wertb des Bruches algebraisch vergröfsert seyn tpuff: 
solange dem dn noch einige Grofse zugeschrieben 
wird» Ist es aber wirklich zr o geworden , so mufs 

doch -j-^*^ ^^ ~h^ ^^^ — dn rz — geachtet wer: 
den, und jenes als die niedrigste Gi'änze eines ver- 
schwindenden 4"^^^» dieses aber als die algebraisch 
höchste Gränze eines verschwindenden — -dn unter- 
scheidbar bleiben. 

Beispiele für Lehrsatz f^. 
,x* y^.flxdx — x^.ßydy xy^dx— =^x^ydy 

Ö.51. dp=:i p- LJL-aJL y, 

, /a'+ijxN ■ (a-x).d(a*+bx).d(a»+bx)aCa-x)._ a* +ab 



104 Cap. VL Regeln zur bequemen Differenziirung. 

ab 
Auch ist d'— m ab. d(x7)-» — — ab. (xy)-« d» xy 

- log X sin z. d log x— log x d sin z 

am z sm z^ 

Obgleicli im letzten Beispiele Zähler und Nenner 

transcendei^te Gröfse sind» deren Differentiale Mrir 

* noch nicht anzugeben wissen» so ist doch die Diffe» 

lofiT X 

renziirung der Function -r^ dem Lehrsatze in so 
^ sin z 

weit unterworfen» als sie eine Division» also eine 
algebraische Operation ausmacht« . 

§• 50. Nachdem wir nun seit Lehrsatz IIL jy.^S» 
schon geübt sind » uns mehre veränderliche GrÖfsen, 
pnd jede mit ihrem Differential belebt» neben einan- 
der zu denken : so wird nunmehr die folgende Er- 
weiterung des Iten Lehrsatzes deutlicher verstanden 
werden» als wenn wir sie schon vorher hätten hin- 
sufügen' wollen. 

Lehrsatz VI. Zweite Erweiterung des Iten 

JLehrsatze s^ 

$. 52. Es ist auch d.!!** rrnU«"-> du, wenn 
U nicht etwa blos eine Functioneinerein- 
zigen veränderlichen x, sondern irgend 
eine Function von mehren veränderlichen 
Gröfsen x» y» z» u.s.w. ist, 

B e w i e^ 

$. 53. In der Binomialreihe (a -{- b)** rz a» 

+ na""-* b + -^ — 'ZLJ. a^""* b* + . ♦ • kann a und 

b seyn» was es will (Vo rerinn er. V.) alsaauch a 
^rzU und b = *dU» diese U und 'dU möchten seyn» 
1/vas sie wollen« 



I 
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Da nun 'd.U« = (ü+dü)» — U" bedeutet, eo 
hat man . - 



/ 



aUo '4Sr= nU^'"" + "*''. ^ ü»— • 'du + . . . 

du ' 1. a 

Da nun t U mag seyn eine Function von x, y^ z, 
u.%.Yr. "welche es wült ihr Differential dU völlig zzo 
geworden aeyn mufsi sobald die Urdifferentiale dx, 
dy, dz. ... es gewordeii aind: ao hat man 

dU 

Beispiele» 

(S X* dx -j^ a ay dy -4- abdz) 
d(x3 -f- a[sinz]» + ab log u)* ~ a(x^ + asinz* 
-f- ab log n). (3x^dx -{" fia sin z d ain s 
•^^ ab.dlogu). 

« 

$• 55* <^^ eämmtlichtn obigen Lehrsätze sind; 
L d. X«* n nxtt~» dx 
IL d.X» n nX«*-* dX 
VI. ä.V^ rr nü«-» du 

IIL d.XX — Y + Z + C) = dX — dY + dZ 
IV. d. Xy r= y dx + X dy 
auchd.xyz'zr yzdx -j- xzdy -»f-'Xydz 
ti. s. w. 

-- - z ndz— -zdn , 

Y. cl — ~ ' , 

n nn 

§. 56. Der Ute Lehrsatz , welcher das Differen- 
tial einer algebraischen Summe angibt, umfafst eben 
damit auch das Differential von einer achlechthin ge- 
nannten Summe nnd Differenz. 



106 Cap. VI. . Regeln zur bequemen Differenziirung. 

Wenn man behaupten wolUe, dafa der Lehrsatz 
für xJ* schon im IVten für die Differeiiüiirang der 
Producta enthalten eej, weil z.B. 

mit d.xy n ydx -}- xdy 
auch d^xx rr x'dx -f- 3c dx rr axdx 
eben ao niit d.xyziz jzdz -|- xzdy -{- xydz 

auch d. x^ n XX da 4" xxdy -^ xxdx rr Jxxdx 
"er-vrieseh aey: ao mufa man dagegen bedenken, dafa 
ja im X" der Exponent n nicht blofs eine bejahte 
ganze Zahl, sondeth nuch gebrochene bejahte und 
verneinte, aogar irationale und unmögliche seyn 
kann. Selbst wenn n eine ganze verneinte Zahl, 
und z.B. nur nrr:+i ist, ao hat man ja durcli x— * 

— aogar eine Divieion, die A ntag^oniatin der 

X t . ■ • 

Division umfafst. ( Möchte doch dieäea von ebtchen 
philoaophiscli aeyn wollenden Sehriftstellern bedacht 
werdeut welche die Schwieiiigkeiten in der Po^enzen- 
rechnung durch erweiterten Begriff der Multiplication 
zu heben suchen!) 

$.56* Meine Erweiterungen detf Tten Lehr^tzea 
können den schon Geübten allerdinga entbehrlich 
actieinen, weil man ja nur aogleich zu fordern bri<u- 
che, dafs x im x^ jede veränderliche Gröfse, unddx 
ihr Differential bedeuten eolle: und dann dergleichen 
geradezu atatt x aubatituiren könne! So weit ich da- 
von entfernt bin, den Nutzen und die Unentbehrlich- 
keit der Substitutionen zu verkennen, wie ea auch der 
Beweis in §.48* ^chon beweiaen kann: ao acheint es 
mir doch, dafa man zu häufig sich denaelben zu über- 
lassen pflege, wo man sie durch eine allgemein auf- 
gestellte Formel hätte enibehriich machen , ; und die 
Befolgung dea allgemeinen Gesetzes un mit- 
telbar vor Augen behalten können. Die obigen 
Erweiterungen dea Iten Lehraatzea^ als solche, wer- 
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den den Anfängern nicht nur, sondern namentlich 
beim Ihtegriren auch den Geübteren eich sehr em- 
pfehlen, 

§• 58* Diese Kegeln sind tiun allerdings hinrei- 
chend • um für jede algebraische Function ihr nöthi- 
ges Differential zu finden, das heifst, alle diejenigen 
Glieder des Differentials zu finden, durch welche die 
Öröfse ihrer Difterentialquotienten bestimmt -wird, 

Das formenvollständige Differential , wo es von 

dem nötfiigen verschieden ist, wird durcli diese Re- 

geln nicht gefunden» Z. B, für d,xj 

gibt die Regeln nur zu ydj ^ xdy 

da hingegen ~ ydx -|" xdy-f-dx dj 

das formenvollständige seyri würde ; dessen 3s Glied aber 

* • d XV dx dv 

für denDiffercntiakiuotientcn-i^~.cin'-r— ^~ dr — ö 

" ^ dx dx ^ "^ 

und für den DifFe'rentialquotienten , ■ ' ein — -~^ 

dy dy 

n dx :=:o /geben würde, und daher auf dessen Gröfse 
Iteinen Einflufs behält, 

$♦ 59* Obgleich nun aus dem formvoIlstSndigen 
d. xy ir ydx + xdy -}- dxdy 
sogleich auf A« xy rr j/\x 4- xAy + Ax Ay «'« die 
allgemeine, auch endliche Differenz kann geschlossen 
werden; das nöthige Differential aber dazu nicht un- 
mittelbar hinreichend ist: so werden wir doch in der 
Folge .lernen , wie vermittelst der nöthigen Differen- 
tial^, ^venn nur erst die nöthigen höheren Differen- 
tiale hinzugekommen eeyn werden, ebenfalls auf die 
allgemeine Differenz der Function kann geschlossen 
wenden. 

$• 6o. Aufser dem Addiren und Subtrahiren (wel- 
ches durjch. das algebraische Summiren umfafst wird), 
dem Multipliciren, Dividiren und Potenziren, haben 
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wir oben I. $r7* noch das Formtren der Oleichungs* 
wurzeln aU eine besonderf» recht eigenthümliche al- 
gebraische Operation aufgeführt , und gleichwohl für 
dieselbe bisher noch keine besondere Difierenziirungs- 
Regeln gegeben! Hierauf habe ich folgendes zu er- 
wiedern. 

, Wo die Form der Gleichungswurzeln wirlilich 
bekannt ist, da ist es ja bekannt, wie man die in der 
Gleichung vorkommenden Gröfsen, durch Potenziren« 
Dividirefn , Multipliciren und Summtren behandeln 
soll, um die Gleichungs wurzeln zu erhalten, müssen 
also auch die ^Regeln in g. 52. ausreichend seyn, um 
die nöthigen Differentiale dieser Wurzeln zu Ende^n, 
falls in ihren Formen veränderliche Gröfsen vorkom- 
men» Was aber selbst auch bei noch unbekannten 
Formen der Gleichuhgswurzeln • gleichwohl für deren 
Differentiale aus der Form der Gleichung schon gefol- 
gert werden kann, . das wird maa im folgenden Ca- 
pitel, als Differenziirung unentwickelter 
Functionen aufgeführt finden, indem diese Me- 
thode zugleich überhaupt ein Hülfsmittel ausmacht, 
manche Differentiale leichter und anstelliger / zu fin- 
den, als wenn man sich geradezu nur der obigen Re- 
geln bedient. Die beiden andern dort mit aufgeführ- 
ten Hülfsmittel sind 2) das partielle Di ff er en- 
ziiren, und 3) das Differenziiren durch Sub- 
stitution. 

Uebrigens versteht es sich von selbst, dafs man« 
eher vorgegebne Differentiand durch vorläußge alge- 
braische Operationen in eine andere Form gebracht 
werden kann, auf welche die gewöhnlichen Diffe* 
reuziirungsregeln sich leichter anwenden lassen ; wo- 
für in der Folge mebre Beispiele, und späterhin, bei 
den transcendenten Functionen, sehr merkwürdige 
vorkommen werden* 
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Die gewöhnlichen DifFerenziifungsregcln ab6r, "Wie 
sie in jj. 54* für die algebraischen Funcrionen aufge- 
stellt sind, haben sehr zwed^mäfsig die Absicht, nur 
die vollständige Gröfse 'des genauen Differential« 
quotienten, und des dadurch beistimmten Functions* 
DifFerentiales zu finden; und von solchen Hülfsmittelug 
dur^ welche man auch die Auffindung ihref voll« 
ständigen Form sich erleichtern kann» wird erst 
späterhin die Rede seyn* 



Siebentes Capicel. 

Hulfsmittel zum bequemen differenziiren. 



1. 
Differenziiren unentivicltelter Functionen, 

J. 1. Die Gleichung yy — ßxy -J" *^ — o fii' 7 
aufgelöst gibt y~x + (x^— x^)| 
also dy ~ dx + f (x^ — x^)-i. (sx — 3x^) dx 

(2X — ^\^ \ 
^ + 2 (x^ — x3)l J ^^ ' woraus sogleich 

der Werth de$ DifFerentialquotienten folgt » wenn x 

selbst zur Grundgröfae der Function angenommen ist» 

Hier wurde nun y durch Auflösung ddv« Glei- 
chung als eine völlig entwickelte Function von x dar* 
gestellt; und es konnte in dieser Function» da sie 
durch Algebra gefunden war, keine Verbindung vor- 
kommen, für Welche wir nicht durch die yorigen 
Lehrsätze hätten auf x differenziiren können. 

§. s« Aber noch ehe die Gleichung aufgelöst 
war, war es doch s^hon gewifs » dafs y eine Function 



I 
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von X aey. Denn wenn in einer Gleichung nur zwei 
▼eränderlicbe Gröfsen vorkommen« so ist es ja ausge- 
macht, dafs die eine sich ändern mufs« wenn die an- 
dere verändert wird. Daher sind wir berechtigt» aut:h 
X nnd y geradezu in der unaufgelösten' Gleichung zu 
differenziiren, welches uns ebenfalls nicht fehlen hann« 
da die Gleichung vermittelst algebraischer Operatio-- 
nen zusammengesetzt ist. 

Durch dieses Verfahren erhalten wir 
2y dy — 2X dy — 2y dx' -f- 3^^ dx ~ o , 

dy 2y— ^x* \ 

also (2y— 2x)dy n (sy — 3x^)dx, also -r^ ~ -^ ; 

'^ ^ k dx ßy— 2x 

efn Differential quotienty der >mmerhin nützlich wer- 
den kann» obgleich in seinem Werthe freilich y noch 
als eine unentwickelte Function vorkommt. Wir wis- 
sen nämlich von y nur, dafs es eine Function von x 
ist; nicht aber, was für eine es sey. Diese üuvpll- 
kommenheit des Differentialquotienten ist eine natür- 
liche Folge unsers Verfahrens, da/wir die Gleichung 
yy — 2xy -j- ^^ — ^ geradezu differenziirten , ohne 
noch entwickelt zu haben, was für eine Function 
von X das y sey. Wollen wir die Entwickelung hin- 
terher noch hinzufügen » so haben wir den Werth 

substituiren , welches dann 

2 



3U 



zu 



X")? — 3x^ _ + 2Cx^ — X^)J + 2X— 3x 



y HI X + (x^— x3) 

Ay 2x4:2(x*— x^)t ^ 

dx :p2x±2(x*~x^)i — 2x hP 2(x^— -ax^)! * 

gerade so wie vorhin (§. i.) giebt. 

§. 3. Da m2^n oft genug auf Gleichungen kommt, 
die man noch nicht aufzulösen weifs: so ist es doch 
immerhin etwas werth, sie geradezu differenziiren zu 
können, und dadurch das Verhältnifs zwischen den 
Differentialicn ihrer beiden veränderlichen Gröfsen zu 
finden; obgleich bis zur Auflösung der Gleichung, der 
Ausdruck dieses Verhältnisses die beiden unbekannten 
Gröfsen enthalten wird; den einzigen Fall ausgenoQi- 
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|nen, dafs eine der9elben nur in der ersten Dignitäi 
vorkommt; da denn für diese die Gleichung wirklieb 
«cb^p 80 gut ald aufgelöst ist. 

Ja^ man pflegt auch solche Gleichungen, die man 
aufzulösen weifs, meist^ntheiU schon unaufgelöst zu 
dilFerenziiren « und dann hintenher erst zu überlegen, 
-vvie man am Jeichtesten oder zvveckmäfsigsteo zum 
entwickelten Ausdrucke des Differentials, also auch 
des Differeiitialquötienten , durch ^Auflösung der Glei- 
chung gelangen könne. Man bat dann, Falls man die 
Gleichung für beide veränderliche Gröjsen aufzulösen 
weifs, auch namentlich die Wahl frei behalten, durch 
welche von beiden man den Differentialquo\ieaten 
ausgedrüclit wissen wolle. 

Ein Fat Beispiele, 

}■ 5. 4. Für den Kreis sey die Gleichung ans dem 
Mittelpuncte gegeben, yyzzrr — xx. Nach dem Ge- 
brauche, den man für die Untersuchungen oder An- 
wendungen des Kreises von dieser Gleichung zu ma- 
chen hat, wird y als Function von x, oder auch x 
als Functioii von y, oder auch y und x als Function 
einer dritten veränderlichen Gröfse u zu betrachten 
seyn. Wir mögen nun wählen , was wir wollen, 
z. B* das erstem so ist die Function y in der Gteichung> 
noch verwickelt; denn die Gleichung gibt so wie sie 
dasteht, nur an, was yy für eine Functidh von x ist. 
Die Function für y w^äre dagegen y.rr + Trv — xx. 
welches eine Entwickelung durch Würzelziehung 
ausmacht. Hätte ich diese Entwickelung schon vor 
dem d;IFerenziiren vorgenommen: so würde nun aus 

y jn ;f (rr — xx)i folgen 

«.» X dx 

dy — + 5(rr — xxVJ. — 2xdx — + '• ^r-; wodurch 

/ . ^^ ^ ^(rr — xx)j' 

- . . dy * X 

uns allerdings der Differentialquotient -r- ~ i fZZ — v 
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sogleich Töllig entvHckelt» und alt eine Function ron 
X dargestellt \iräre. 

Indessen ist es weit bequemer, sogleich die Glei- 

chang yy — rr — xx zu differenziiren ; -welches sjdj 

^y X 

rr— öxdx. and daher -r^ n — ^ — gibt. 

dx y ^ 

Es lassen sich auch darch diesen Ansdmck des 

Differentialquotienten in der That viele Eigenschaften 

des Kreises sehr gut nnd besser erkennen , als wenn 

man ihn durchaus nur durch x oder^ durch 7 aus* 

drückt« Ueberdies ist es nun sehr leicht, das eine 

oder das andere hintenher iau thun, und darunter das 

bequemste oder zweckmSfsigste zu wählen. 

§. 5. Für die Parabel aus dem Scheitel ist die 

Gleichung yy~a3t. Differenziire ich sie geradezu, so 

dy 
ist ihre Differentialgleichung sydy ~ adx, also -p 

a 

Dieser Ausdruck des Differentialquotienten scheint 

auf den ersten Anblick schon entwickelt zu seyn, 

dy . . 
Aber wenn -p wirklich der Differentialquotient seyn 

soll, so mufs X die Grundgröfse bedeuten, voii wel« 
eher y als eine Function betfachtet wird; daher ihan 

den Ausdrtaik — nicht eher entwickelt nennen kann, 

öy 

als bis man y durch x ausgedrückt hat. Da ist nun 
y — + Tax, also 3^ ~ = * 



dx +0 Ta X* 

Selbst auch, wenn ich y als Grundgröfse, und x 

als Function von y betrachte, so Ist in der Gleichung 

axzzyy die Function noch verwickelt; denn ich mufs 

erst durch a dividiren , um die x rr ^ v^llis: entwi- 
ekelt zu sehen, Thue ich das nicht, so differenziire 
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fii* X als eine ^ihedtwi ekelte Function, indem ich so- 
fort aus der Gleichung auf adxr:2ydy schliefsel, und 

' i \ dx i2y 
hieraus -7- rr — folgere, 
dy a ° 

JJ. 6. Ist die Gleichung XX + aX =: YY gegeben, ' 
und soll darin -X selbst noch eine Function von x, 
und^ Y eine Function von y bedeuten : so ist doch 
fiirs erste von X und Y, dafs beide einander functio- 
nirtsind, 6chp4fi 4adurch gewifs» weil aufser ihnen 
iiAr noch unveränderliche Gröfsen in ' der Gleichung 
yorkonamen, folglich durch jede Aenderung des X 
auch eine Aeniierung des Y und umgekehrt bewirl^t 
-werden mufs. Also mufs man sie neben einander 
.differenziiren, können, welches dX^X -\- adX~ sYdY 
gibt». . 

Wäre es nun für die vorgesetzte Untersuchung«' 
fichqn hinreichen'^ , dafs etwa Y als Function von X 
betrachtet, X selbst also al« Grufidgröfse angenoxnmen 

werde: so würde dann auch — zz . ' "^ — schon 

öAi ... fix 

der erforderliche Different^alquotient seyn, der nur 
Doch durch Auflösung der Gleichung etwa für diese 
oder Jene Absicht braucht entwickelt zu werden. 

Soll dagegen Y als Function von x, und x ala 
Grundgröfse betrachtet werden, so ist der Diiferen- 

• 1 . ^Y äX 4-a dX ... V I. 

.tialquotient r— . — r? — . t- ; also dieser durch ge- 

^ dx 2Y dx , ^ 

* ^ • 

naue Werthe brauchbar erst vorhanden, wenn man 

dX ' 

auch dfx auf k differenziirt, und dadurch -7- — 3B ffc- 

dx ° 

Funden hat; wo nun 36 selbst noch eine wirkliche 
oder doch eine Schein function des x ist; das letz- 
tere , falls es nur noch ein x° m 1 in sich hat. 

Bringt es die Untersuchung so mit sich, dafs 
auch Ynoch nicht» sondern gerade nur y aU Fun- 

8 
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ction von x betrachtet werde : so muGi man auch Af 

r 

als ^dy zu finden wissen, und erhält dann den Dif- 

r • I .• . d7_*2X + a 3E 
ferentialquotienten -r- zn ^ — . -=. 



Anmerkung^ 

§. 7. Nach solchen Beispielen , iind nach denen 
Bemerkungen, welche der Ueberschrift dieses Capitels 
eigenthümlich angemessen waren» 'wird man diese 
Aussonderung rathtfam fär den Unterricht- finden ; ob- 
gleich ich eingestehe , dafs eigentlich das Verfahren, 
wtodurch das Differential eines ürrky oben in VI. 
$• 36« gefunden Wurde, auch schon hieher gebort. 
Selbst auch wenn man für xy'^A auf ydx -{- %^y rr o 
schliefst, so hat man eigentlich noch unentwickelte 

Functionen differenziirt. Man erhält dadurch -^ 

ax 

r= — ^, und erst durch die Auflösung det gegebnelk 

Gleichuhg findet man y rz — . also ^ ~ — — ; 

.X dx • Xx , 

Vor dem ditferenziiren die Function, y entwickelt, 

a 
würde man zuvorderst 7 — -- erhalten * Und, diesen 

etwa als y Tza;xr^ betrachtet, auf dy^zn^-^ax-* dx ^e^ 

schlössen haben , Welche^ dann ebenfalls -^ zz — ^— 

dx xic 

gibt. 

Uederdiea innfs man Anfängern anrathen , dafs 
sie fürs erste nur das Verfahren für Functionen von 
einer einzigen Veränderlichen Gröfse hauptsächlich 
und ernstlich beachten, und dann ist ihnen dieses 
gegenwärtige Capital nur bis hieher zu beachten nb- 
thig; der folgende §.Q. sammt dem folgenden Capitel, 
erst späterhin* 
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§.8* Auch Vr.ean drei Functioiien verschiedener 
Örundgrbrsen , wie im X^ + 2 VZ + A 'rz ZX, oder 
noch mehre in einer Oleiejbün^' vorkommen , ist es 
gewifs , dats auch die DiÜ^erenisen, Folglich' duch die 
l/verdendeit DifFerentiiale , genauen DiilTerendätquotien^ 
ten und Dillferentiale der beideti Seiten einander i^leich 
seyn inüsBen. Denn eine Gleichung zwischen meh- 
rerlei Functionen mufs ja als solche es Fordern ^ dafs 
sie auch bei allen GröFsenveränderungen der f*iinctio- 
iieh be&tebend bleibe^ und indem durch die (jtei* 
chung zwischen den Differenzen der beideti Seitenf. 
Abhängigjieiten der Differenzen von einander bestimmt 
/Werden t BO sind eben diese Abhängigkeiten zum Be* 
Btehetl der Gleichuug^ nothwetidig» und machen ge* 
tade das aus, waä 'man vermittelst der Diff^renzen- 
bder Differehtialmetbode üus det Gleichung wollte ge- 
ichlossen Wissen. ' - ^ .- 

für die obigen Beispiele war dergleichen Eröv- 
teruttg iiicht nöthig, weil ja dort nur 2 verschiedne 
Functionen in der Gleichung vorkamen» und dabn 
Von Selbst einleuchtend ist» dafs durch jede GrÖfsen- 
ftnderUhg d^er tiii«n> die Gr5£senMnderung. der andern 
l^eptimmt ^^erdeu. mufs. . 

§. 9». Im Ajl^femeinen kan^i m^i^i allerdings audi 
das hier so ;genatinte di^eren?;^iren uneijLtwickelt^jr 
Fnnctioneti » 4ls da# differet^s^iireu einer G 1 e i c.l^.|l;n g 
* Ibetrachteu i . l;nd da ^un jed« jQleichung als eine ^ 
gebraisChe Summe » 4io ^o seyn #qll# kann g^öhfi^- 
hon werde>i.: eq .ist das V.etFabr^i^ jhir^d diff^renziirenp 
schon durch die Regel Vi, §.25. mit erwieset). , yo4 
als eine sehrY^^jriedigei^fdB J^^cl^tC^i^tigung diese/ Re* 
gpl s^^lbat, .^'^fplljBg wir mjmmijhr ngtch folgendes hi9- 
ähifügen. 

/Wennriüi^die Gleichung X ^ Y -f' Z -{-' A = q, 
der belegte Ziistan4 ihrer VetSnderlicheu Glieder. 
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X + AX -f y + AY + Z -f aZ ist, 60 müssen 
docb» eÄ ^mögen <3ie. Belegungen aX und A^ und aZ 
unmJttejbare Belegungen der X, Y und Z eelbst seyn, 
oder durch Belegungen der Grundgröfsen x, y und z. 
als Fui^ctionsdifferenaen bewirkt seyn sollen', allemal 
AX upd-Xi desgleichen AY und Y, auch aZ und % 
einander gleichartige GröFsen ausniachen^ 
folglich auch X + AX, desgleichen Y + aY und 
auch Z tJ-.aZ «choii unter, den veränderlichen Wer- 
then des X» Y upd Z mit vorkommen , für deren Ge- 
samnitheit die Gleichung X -fX-j-Z-f^Azzo 
ifhon gegeben ist, von welcher also die Gleichung 
X + a;X + Y + AY + Z 4- AZ + A =; o nur 
einen oder den andern Fall ausmacht. 

Die < unbel^gte Gleichung von der ; belegten abge- 
sogen, giebt uns nun «ehr deutlich den Lehrsatz 

AX + AY + AZ = o. 



4 



Vovfi •partiellen differermiren^ 

§. 10. Es ist ^d, XYZ — YZdX. wenn ^d be- 
deutet , dafs 6o eben ixiit X% eine Function des x» als 
differenfeürbary jede der beiden übrigen iGrdfsen Y und 
Z afbeTy' ob sie gleich ebenfalls .zwei veränderliche 
Gröf^e (beispielweise hier ebenfalls %^t\ Factoren) 
der vorgegebilen Function XYZ ausmatchen , doch für 
jetzt als awei unveränderliche Gröfsen sollen behau«- 
delt werden* 

Eben so ist dann rd, XYZ rr XZdY' 
und eben so auch «d. XYZ zu XYdZ zu verstehen. 

§..11. Die Summe aus diesen drei partiellen 
Differentialen giebt das gesammte QrÖfsendifFe- 
icntial d.XYZ — YZdX + XZdY 4- XYdZ gerade 
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lebeo so« wie es auch durch unmittelbara Anv^endang 
der Regel VI. §,5i. würde gefunden ecyn, 

* $.12.. Der Kürze wegen XYZ =t U genannt^ 

-werden nun auch 

^^U _ ^,, dX ^ TdU _ Y7 ^Y • *dU _ ^„ dZ 

-3— ~ YZ -— ; — j — zr XZ -r— und --3 — rz ,XY -j- 

dx dx «7 ay dz ds 

die drei partiellen Differentialquotient^n 

aeyn ; da hingegen .. '•* 

d U ___ d X - _,_ d Y ^___ d Z • ^ 

^ — =: YZ T~ + XZ -2 h XY ^- ein G et« mm.tr 

, dw dw dw ' dw 

quotient» oder auch schlechthin genanlite.r 
Differentialquotient der Function U teyn wür- 
de, in der Hoffnung hingeschrieben, dal« man vidi- 
leicht, sowohl X als Y, und Z als Function des w wer- 
de auszudfücl^en, also ancti auf w su differ'^nzTirent 

lind dadurch die Gröföe der Ckiotienten -^ — , -t — und 

^ dw dw 

^; — ' zu finden wissen. Denn wenn man X ir'W gn- 
dw 

r 

f unden , nftnoilich X als Function des w ausgedrückt 

, • ^ .. , / dX dW pdw 

hätte: so wurde auch -r^ zz t— ^^ *t — ;;zi p »u 

dw dw dw 

finden seyn, U.S.W. \ 

$. 13. Nach Leonbard Enler würde nun 

:-dr ^"''^ W> *^*" »*' -dF ^""^^ Wr 

8. w. ZU schreiben, also durch die Klammern anzi»- 
deuten haben, dafs nur partielle. Differentialquotienten 
au verstehen eeyen ; wogegen L a c r o i x mit Folltfine 

erinnert, dafs tüan gerade umgekehrt, durch Tj-*} 

du * 
den allgemeinen, und durch —• den partiellen Diffe- 

/ u X ' 

reiitialquotienten andeuten solle, um gerade für diesen 
letztem^ wekh^r in der neueren Analyse am bäufig- 



u. 
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6ten gebVancIit wird, die bequemste Scbreibnng za 
haben, Demnacb muTa dann unser obiges 'dU durch. 

'^ dx. udier obigea rdü durch ^ d y . geschrieben 

'Werden, 

S. 14, Wolle man dagegen einen Gesammiquo- 

•\ • .du 

tienten. wie unser obises -z-- andeuten ■ so könne 

° dx 

man mit Fontaine -7- dU, das Geaatomtdiff'erential aber 

durc5bd(ü) schreiben! 

Däfait würde aber gerade der einfa'chste Ausdruck 
dU alä solcher unbrauchbar geworden* seyn! £rst ala 

du " . . . » 

-r-^ d« )B;eschrieben 4 wüfshe.wanji daf« er ;^ ''du bq-» 

deqt^n' «olle. 

Selbst auch einige französische Mathematiker sind 
lieber bei der £u1erischen Schreibart: geblieben; und 
für una Deutsche, die wir in der Integralrechnung 
^ nicht durch Surrogate, sondern unmittelbar aus'de^ 
form des Piffereutialea zu schliersen suchen » müfste 
der Verlust des dU ^ und überhaupt jene mühseelige 
Schreibart der pifferentiale viele Unbequemlichkeit 
tevnrsachen. 

.|. 15. Aber auch vor der Eulcristhen Schreiharts 
scheint mir die Karsten sehe §. i.\ welche auch die 
Ansdrucke ^^yd j^^r^d gestattet, grofse Vorzüge sbu haben, 

" r- • u u -u ^^a.xyz zYdx , zxdy 

Geiets^t , ich f chreibQ --^3 — — ; — ^ A — - — , 

dw dw ' dw 

jbo liegt vor Augen,. da(s in der Function XYZ de^ 

Factor Z noch als unveränderlich bebandelt werden, 

-di^ Function nur ID Hinsicht ihres X nnd Y differenr 

ziirt wenden soll, nhd[ -dieses mit der Hoffnung ge* 

schehe, dafs auch X nnd Y als Functionen von 'vih 

Sargestellt und äiSfelreniiirt wejden RÖfinen« 



( 
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$♦ iR Gesetzt, ich habe Ü — f (X, Y, Z), nämlich 
Ü ah irgend eine Function von drei veränderlichen 
Cjiröfsen (ohne dafs eie gerade, wie die vorige üzz 
iYZ , ein I'rodact aus diesen GröTsen zu seyn braucht), 
Udd ich schreibe 

*ydü rr ^dU -f ydU 
ddter du rr (^«dü — ) ^dÜ + rdü + «dU, so ist 
lifcht nur durchaus verständlich, was damit gesagt 
6eyn sollj sondern es Hann auch eben so verständlich 
daraus gefolgert wer4en , 

dyv "dw dw 

und r^— rr -T h -1 — f seyn muis ; namlich aus lener 

, ,dw. dw ' dw "^ , ' 

Summe der Farti^ldifFerentialiß auf die Summe dieser 

Fartialfjuotieiuen« geschlossen werden kann , w« mag 

Jseyn, was e^ will» pur eine dem x, y und z gleich^ 

artige Gröfse, und mit der Hoffnung, dafs man die 

X, Y und ü als Functionen der w, wo nicht für alle, 

doch für einige ^älle, noch werde auszudrücken 

wissen. 

s, 

€. 17, ü "t: f (Xt Y, Z) geschrieben, iieifst, dafs 
U. Irgend. ^ine Function der drei veränderlichen Grö- 
fsen X, Y .und 2 sej^ welche selbst auch wieder be- 
liebige Functio^nen ihrer Gründgröfsen x, y und z 
seyn'mpgeh. 

«Hätte man nun ganz allgemein es erwiesen, dafs 
allemal ^^^iU zi^^^dü + yjdü + ^^dU seyn müsse, so 
wäre man eben dadurch gewifs , dafs man alle Fun« 
ctionen von noch so vielen veränderlichen Gröfsen zu 
differenznr^h wibsej wenn man ^ nur jede Function 
^nef einzigen veränderlichen Grdfse zu differenziiren ' 
weifs, ^ , 

§.13. Nicht nur pflegt man diese Beweise auf 
eliie, tileihei EfaChtens im Voraur nicht erwtiabare 
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allgemeine Functionsform, zu gründen ; eondern , da 
man sich der^ Unterscheidung zwischen der vollstän- 
digen Gröfse und der volltiändigeo Form' der. 
Functionsdifferenliale niqbt deutlich hewufst war: so 
hat m^n sich die Sache unnöthi^er W^ise erschwert, 
und bisweilen zu erweisen gesucht, was doch durch 
die anerkannten, auch durchaus rathsamen Regeln des 
Differenz^irens als solche nicht geleistet werden kann 
und aoll. , 

§. ig. Zum Beispiel für die Function 'ü n X, Y 
haben wir nach VI. §• 53. das formen vollständige Dif- 
ferential 

AV — YdX 4- XdY 4- dXdY 
und können mit voller Deutlichkeit daraua schlieFsen, 

dafs ^ =: Y + X^ + dY, wegen dY — o '. 

also* -7-- zr Y -f- X v^» ^ie v611si,Mndige Grofse des 

Bifferentialquotienten-, und daher 

dü = (Y + X§).aXrr(Y + xg).o die 

vollständige Gröfse dieses Differentials ist. (Ver- 
glichen V. §.6) 

Der Bequemlichkeit wegen pflegt man dieses Dif- 
ferential durch du ~ YdX + XdY zu schreiben ; und 
nun liegt es vor Augen, dafs man durch das par- 
tielle differenziiren 

d. XY — ^cdXY + ydXY 
nur — YdX -f- XdY, nicht aber auch das 
dritte Glied dXdY finden khnn. 

§. 520, Ueberbaupt ist es nun, d^fs man vermit- 
telst der partiellen Differentiale, nicht das gliedervoll-; 
ständige Gesammtdifferential finden könne« schon da- 
durch gewifs, weil man die partieNen Differentiale 
nur solchen Regeln gemäfs darstellt, als. wir im vori- 
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gen Capitel für die al^gebraitchen Functionen gegeben 
haben, und welche . wo das Gliederdiffereutial vom 
GröfsendifFerentiäl verschieden ist, allemal nur das 
letztere finden lehren« Da auch gerade diese Gröfsen- 
differentiale zu allem Gebrauche der Differential- und 
Iniegralmethode hinreichend und vorzüglich bequem 
sind; so werden wir für den obigen Satz 
du =: ^dü + Tdü -j- *dü,-|- ... 

zuvörderst zu beweisen haben, dafs durch Befolgung 
desselben die Gröfse des Gesammtdifferentiales eben 
80, als durch die^Regeln des vorigen Capitels sich er- 
geben mufs, es mag nun die Function eine Summe, 
oder ein Product, em Quotient oder eine Potenz seyn; 
indem es für. AiiSfänger niitzlich sejn wird, zuvör- 
derst diese algebraischen Operationen auch in Hin« 
sieht der partiellen Differenziirung einzeln zu ver- 
folgen. 

' §. si. Ist x) did Function U eine algebraische 
Summe aus mehren Functionen, z.B. ist Uli: X — Y 
-|- Z: 60 wird durch das partielle differenziiren 
. »du = dX — o + o 
TdU zr o — dY + o 
*. >^'dU rr o — ' o -f- ^^ gefunden, und daraua 

du rr dX — dy rf- dZ geschlossen; welches nuu 
offenbar ebenvdas dU ist, welches nach der Hegel VI, 
§; 25. sich ergibt. . 

$. 23. Ist 2) die vorgegebne U ein Product 
aus mehren veränderlichen Gröfsen, z« B. U ~ XYZ, 
80 sind die drei Partialdifferentiale 

»dq =z YZdX 

ydU — XZ dY 
und ''du — XYdZ, zufolge der Erklärung §.1., nnd 
der Differenziirungsregel VI. §.13.; ist also ihre Sum- 
me völlig übereinstimmend mit 
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äem du =: YZdX -f XZdY + XYdZ, welche» nach 
der Rege) VI. J. 3t» gefunden wird. 

§, i23. Ist 3) die Fimction U=:ZN ein Quotient 
ter^ndedi^ber Gröfsen, ao kann man sie als ein Prp- 

düipt U = Z. ;rr betrachten • d<| dann nach dem vori- 

gen §. ihr . 

Gesammtdifferential dlj — «du + "d— - 

A7 1 

•Iso ~ xr + 2, d -jri fleyn naufs, 

' ^ - V -. dZ ZdN NdZ-ZdN 
Dars auch dieses — ^ — * -^ r — r-? — ^— 

der Regel VI; jy.44. völlig gemäfs gibt, ist insbesoü- 
3ere durch den Beweis VI, $#46. schon bekannt, 

JJ. 24. Ist 4) U>» — [fCX,Y,Z)]^ nämlich die Fun«, 
ction als Potenz einer Stammgröfse, welche eine be- 
licfbige ^un<:tion von X, Y und % i^tf gegeben; sd hat 
man ja 

d.U">= nü«^» du = n[f(X,Y,Z)]«-^ d. f (X, y,Z> 
nach Regel VI. §.54» Und nun ist, dafs du zt *dU 
^ ydU + ^dU sey, in §.20., 21. oder 22. erwieseö, je 
nachdem lind iu so fern die Function U n f (X,Y;Z) 
Wne Sumnae, oder ein Prodnct, oder ein Qudtjent 
i^t. Und sollte etwa dieses U selbst $chon ein^ b cm 
stimmte Potenz seyn^ so wäre der Beweis d}ese$ 
Paragraphen zuvörderst auf sie selbst auch anzu- 
wenden« ^ 

5« 25^» VJ^enn 5) eine oder mehre von den v^rSn- 
derlichen Gröfsen , deren piffereritiale man verlangiif 
der eigenthümlich algebraischen Operation, dier Formi- 
i^ung der Qleicbujigswurzeln pnterwörfen ist, so tiann 
alles, was nnser s(j) genanntes ' difi'erenziii'en eifll^r 
noch unentwickelten Function ausmacht, als das AM- 
Iferenziiren einer Gleichung böträchtet werdeA, Wofäi 
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als /algebraische Sumnle zro geschrieben, die Richtig- 
kHt des partiellen Di|{eren2(Hrena dvirch §« 9|, schpa 
einleuchtet» 

§, fi6. Der allgemeinen Gewohnheit gemSfs hal^e 
ich z, B. bei Erklärung des pariielleij Differentiale« 
«d. XY = YdX gesagt, dafs dabei blos X als verän- 
derlich« die andere veränderliche Gräfse Y abe,r als 
constant bebandelt Werde, Richtiger würde es hei- 
fsen, dafs dabei ,bios die eine veränderliche Grösse ^ 
schon mit einem' Differential belegt, die andere aber 
noch unbelegt gedacht werde. Denn in der That soll 
ja auch dem Y seine ganze ihm zuständige Veränder- 
lichkeit verbleiben; und nachher auch in dein andern 
partiellen Differentiale yd, X;Y — XdY, soll; ja auch 
die andere Gröfse X» zwar 'mit einem Differentiale 
noch nicht belegt, aber ßo veränderlich bleiben, als 
^ie ihrer Bedeutung nach es sejrn kann. Wie könnte 
fionst von- der Summe beider partiellen Differentiale 
-^ YdX -}- XdY behauptet werden, dafs sie das Dif- 
ferential des XY ausmache, in welchem X und Y ver- 
8J?derUcb seyn* sollen! 

' '■ 5. 2(7. Allerdings wirdl nian sich dieäc Behaup- 
tung bei jenen gewöhnlichen Redensarten dadurch 
gbrechtfertigt denken, dafs man dem y jeden beliebi* 
g^ii' Constanten Werlh, folglich auch jeden von deju-, 
jeiiigen Wertben, die seiher Bedeutung nach ihm mög- 
lich sind, beigelegt denken, und es dadurch in seipe ' 
gjinse Veränderlichkeit -vHeder eingesetzt . werdei\ 
]iann| indessen kann man diesen Umweg ersparen« 
auch netter und deutlicher immerfort die . 'völlige; 
Wahrh^t vor Augen behalten, M^nn man blofs 2» wi- 
schen noch unbelegteni veränderlichen Y, und den^ 
bereits belegten veräjiderlichen Y' — Y -^ dY äu un- 
terscheiden verlangt. 



/• 
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$« sg. Nach diesen, der Wahrheit- durchaus an* 
gemessenen Vorstellungen , Hegt es unf vor Augen» 
^dafs für jede Function 

.U.rr f (X, Y, Z ...)» • 

nachdem sie ^dU =i f (^X, Y, Z.,.) 
ferner rdU = f (X, dY. Z . . .) 
•ferner M.U rr f (X, Y, dZ.. .) gegeben, 
nämlich *dü, als eine Function des dX und aller 
ihrer übrigen yerlnderlicheh unbelegten Grölsen, eben 
00 ydU, als eine Function des 'dY und aller ihrer übri- 
gen veränderlichen unbelebten Gröfsen u. s. w. gege- 
ben hatf.die $umme ihrer partiellen Differentiale alles 
das enthalten mufs, was das gliedervoUs tändige 

j-ir .- 1 ^iT jfCX + dX.Y + dY.Z + dZ, .\. 
Gesammtdifferential du — < ^ .„ v »7 > "^ 

enthalten würde; mjt Ausschlufs jeden solchen 
Gliedes,, welches eine Function von mehr als einer 
unendlichkleinen Gröfse wäre (indem wir uns bisher 
unter den sämmtlichen Differentialen dX, dY ••. noch 
^werdende Differentiale 'dX, *dY ... mögen gedacht ha- 
ben); denn die in der Summe der partiellen Differen- 
tiale enthaltenen Glieder machen nur solche Fnn- 
ctionen- 'P, dX -|- QdY -j- RdZ aus, welche iheils 
wegen dXrzo, theils. wegen dYno, u. s. w. eia 
m (P -|" Q "h J^)«^»' nämlich die Gröfse des Ge* 
sammtdifferentiales als eine (P-}- Q4- R) malige o angehen. 
Das gliedervollständige Differential würde aller- 
dings für diese Gröfse nichts anders lehren können, 
üs^'dafs sie eibe (P + Q +5^ 4" o + o. o -j- o. o, o) maligje 
o sey6; indessen ist es gut zu wissen, dafs veirmittelat 
der partiellen Differentiale dergleichen, zur Gröfsen- 
Bestimmung '- der Difterentiaiqaotienteh überflüssige 
Glieder gar* hiebt ifnit gefunden werden« '/ • . 

• i ■ , ■ • 

J. 29. Auch wenn Ä oder Y».^ in der Function ü, 
eine trigonometrische, oder logarithmische, oder expo- 
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neiitiale Function wäre,- -werden wir niemaU mit «ol- 
chen zur G r ö fs e n bestimmting nichts helfenden Glio* 
dern es zu thun haben, weil auch diejenigen Regeln, 
welche 2ur bequemen DilFerenziirung dieser Fup- 
ctionen befolgt werden» säinmtlich nur die Gröfse des 
Functionsdillerentiales finden lehren, wo diese von 
der gliedervullst&ndigen Form des^^ij^en verschieden ist; 

§, 50. Und da wir, falls auch üzif(X,Y,Z) als 
eine Funclion von mehren veränderlichen Gröfsen 
selbst schon eine transcendente Function wäre. Doch 
zuvörderst nur die Gröfse ihres Difterentiales zu er- 
halten verlangen: so werden wir es nun benutzen, ' 
d^fsdiesei Gröfse vermittelst der partiellen Differen- 
tiale allemal gefunden werilen kann, und wir daher 
nur nöthig haben, das differenzii'ren solcher Fun- 
ctionen für eine einzige veränderliche Gröfse zxi leh- 
ren. Zugleich aber wird man es nunmejir billigen, 
dafs ich hei einigen algebraischen Functionen auch 
unmittelbar das gliedervollständige Differential findeif 
lehrte. Dafs dann mittelbar selbst auch aus der blofsen 
Gröfsen der Differentiale die gliedervollständigen her- 
gestellt werden .Können» wird späterhin . dargethan 
werden, nachdem wir auch n>k den so genannten hö- 
hern Differentialen werden bekannt geworden seyn. ' 



3. 
JDifferenziirung durch Substitution. 

5. 31. Was man darunter verstehe, ist durch VI, 
$.43. schon vorläafig bekannt geworden. Für alge- 
braische Fünaionen genügt es, nur ein par Beispiele 
aufzuführen : 

I.) Sey u rz ^ t 1^^^ Y ^a) gegeben, so hat man 
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dnrcti di6 /Substitution N iz:ic-j-T(i + x^)* dem. ein- 



fächern Auidt*ück n !ir ^ , 

und dafür du != ^'^"^^^'^^ ^ (VI. §. 55- Regel V.)^ 

^ d X 
Da wir ii^n dN." iäx + irr— tt^ tiiich den dabin 

gehörigen Hegeln At% eben cititten VI« g.55, 2tt fin* 
den wissen i 80 etbalteii wif 

a^ ^ (x+rix+x-])d.-^.(i+^.^ 

* __ 7i + 2x^)d>t • . 
auch !::: ' > , ^ r" "^ ^^ ^^ 

£twä6 leichter wird dieses du gefunden^ ^ycnil 

man ^uvor den 2äh)er ütid Nenner des ü durch 

fCi-fk^*) — k toültipllcirt Denn da naati bierdurch 

u '1:1 rC5f* + ^*--^^) erbShs so. hat maft 

du !z! d. (;c^ +x4)f _ d. x^ - J.;!f±4~ dx-2x di 

* _ i + 2x^ . ,4 .:. 

— XT— — i — -T dx — öx. dx 
II.)' Sejr u — —j— gegeben» do bat njan ^\xtc)x 

N 

, N.dZ — Z.dN , ,,*_^ , gdx 3 

du — 5^-,r= — — Und d2=::dx— 2— 7 x^ , 

NN 3 

a. dx 

■ dN i:zi>— 3 > welchejs 

srx^ - 

ä . - 

6 ^ g a (X ^ x r X?) dx 

du "n (a — arx) (1 — ^. fx* dx+ nr 



Substitution U ^ ^^, 



3 ■ , srx 



2 



(i-.arx)* 

1 j dx , 4dx 3 ., 

fileo du — — r. + ^ — Yx gibt. 

a ' 3. a ^ . 



o 
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Bedenkt man bei diesem vorgegebenen u, dals 



8 

»rch Zfihler und MenneiT durch i — Tx ditidirenläbt: 
•ö erhält man dadareb 

„ _ l±AX .l6o au != -i (i + 4 f x) dx. 

Sehr merkwürdige fieispiele von glücklich ge- 
wählten Süb^stitutioneii und Umformüngeii der Fan- 
ction werden bei den transcetidetiten Functionen an* 
»zuführen aeyn« 



AchteJi C apii^ßL 

Zweite Und noch höhere t)iffetehtiatquotienten\ 



■AiM^kate 



. g. i; Sey ßeiapelweiae y " x^ 80 Wurde /ßi ' 
werdende FunctionsdiiFeretitial 

'dj ür 3 X» Mx + 3 k *dx» 4- 'dx^ »eyil. 
Da. dieses selbst tiQcb x in sich hat^ Selbst noch 
eine Function von X i^t: so kann es aU solche aufs 
neue differetiziirt W^tden^ Und würde ^wetin i) seii^ 
dXf sein Differential der Gründgtöfsey als eine con- 
stante Grofse'behaildelt wird/ das z Weite werdende 
' Differential .' . 

•d'dy ür 3*dx. *d. x^ 4- 3 'dx^ 'dx^^ 
ir 3dx(i2xdx + dx^) + ^dx^dx 
folglich aüchz: jSx dx^ -|" Gdx^ geben, indem hier al- 
Ijerpal ü) auch gefolr^r^ wird^ i^fs :49ch das zur 
zweiten Ditfetenziirung gebrauchte dx , dem bei 
der ersten.Differet^ziirung gebrauchten v ö 1 1 ig gleich 
gedacht werde; das heifst, nicht nur jedes dx in sei- 
ner ersten ang^kgten uQejpdlich kleitven^Gröfse, jedem 
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übrigen gleich nnendUch klein angelegt , sondern 
auch in jedem . Zeitpuncte der Annfiberung i^n "^tdr 
jedes dx dem andern gleicbeeyefnd gefordert werde,^ 
Woraus denn folgt, dafs sie auch gleichzeitig 

sich vernullendseyn müsse n, 

■' ' . • ' • 

Eben dieses beides auch für idie fernere- ^dritte 
Differenziirung vorausgesetzt, \vürde man das dritte 
\yerdende DiJffcrential 'd'd'dy.— 6^ 4x^ erhalten.^ 

^. 2. Da wir aber für die Resultate der Differen- 
tialrechnung nur der _Gr öfse.der genauen Differen* 
tialquolienten , auch für die Integralrechnung 
nur der durch diese genauen Quotienten beetimmten 
genauen Gröfsen der Differentiale ipit vernuUten dx 
bedürfen:, so ist es genügend» üb d ü\)rfgen8 ungleich 
bequemer y auf folgende Weise 9a verfahren. 

Sey wie vorhin , y — x^ , so ist der erste genaue 

dy 
Di^erentialquotient ^ rr 3x^« Dieaer aufs neue difi> 

dy 
ferenziirt gibt d -r^ ~ öxdx« also den zweiten Qno* 

ddy , . , 

tienten ■ . rr 6x, Dieser aufs neue dlfferenzilrt gibt 

uxux . • » 

a — T- = 6 dx , also den dritten Quotienten -; ■ . ^ - 
. dxdx •- dxdxdx 

rr 6; welcher nun in der constaoten Zahl 6 besteh^ 

also nicht weiter differenziirt werden kann. 



Anmerkung. 

dy 
(t. 3« Das 2weite Differential A-/- ~6xdx, durch 
^ dx, 

. .■ d^ 

dx dividirt, muFs zuvörderst dx ri 6x geben* D4 

dx 
aber die dx constant ui)d sämtntlich einander gleich 



« 

I 
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gefordert aiod ($.1.) 90 nrab alleirdings ^3x tz 'Sx 

dx dx" 

Eben so ist auch das t^-t-t- 2u erklären: und 

dxdxdx * ' 

^ zu noch gröfserer Bequemlichkeit wird auch -— ^ dürcl^ 

dxdx 

d*y , dddy , ^ d^y ^ . ^ 

d^* "° STdidi ^"'^'^ dp" ß««chriebenj weichet 

1 d'^y 
denn aucli --- als einen bequemen und deutlichen Aus- 

i^rack für den r^^ Differentialquotienten an die Hand gibt« 

dr 
$. 4. Sey s» B. y r= X" , so hat man -p 

=:nx«-% folglich j^= n,n — 1. x«—, folglich |^ 
^ n.n — i* n — a. x»-«; überhaupt den rten Diffe- 

^ry 

rentialquotienteti ^-i :r: n. n — 1 n — (r — 1). x»-» 

für jede bejahte und ganze Zahl r; und mit andern 
als solchen ganzen Stufen der Differendalquotienten 

werden wir es hier nicht zu thun haben. 

» - ^ ^ 

$. 5. Wenn daher im vorgegebenen yzzx" auch 

n irgend eind bejahte ganze Zahl r ist , so mufs der 

d' X^ 
tte Differentialquotient \ ^ ■ rr r.r — 1. a. x.x° 

aus zwei Gründen der letzte seyn» indem nicht nur so- 
gleich der nächstfolgende numerische Coefficient hinter 
a« 1 auch den Factor r— »rrro erhalten mtifdte, sondern 
auch x^'^^'^x^ hier — 1, und somit eine bestän- 
dige» nicht weiter differenziirbare Gröfse ist; hier 
nämlich, wo wir nur algebraische Functionen voraus- 
setzen, also von jedem gegebenen Dignitätsexponen- 
ten n und r vorausgesetzt haben» dafs er eine unver« 

9 
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inderlicbe Orolja bejeoten soll« folglich auch r— i ;r-^ 
ti» dergL ebenfalte onrcriiidcrliclie Gffiben «eyn ora^ 
jen « und daher auch n ^- r =r o . ab ein einseloer 
Wertb£ill unter lanter nnverinderlichen GröCbea sich 
ergeben mnfi; irelchet freilich nicht mehr der FäQ 
i«t, wenn der Exponent n, oder statt seiner dann lie- 
her s geschrieben, der Exponent z eine reränderliche 
Oröfse wSre» nnd -während dieser ihrer VerSndernngen 
ein x'^^^rr x^ entstünde; wo nnnmehr anch die x^ 
in die Reihe veränderlicher x' gehQrtt und als 
solche nachher bei den transcendenten Fanciionen za 
behandeln sejn wird* 

$. 6. Anfser der gewöhnlichen Binomialreihe« ist 
in VoreHnner.V. $95. noch eine zweite« eben ao all- 
gemein aufgeführt, welche auf jinx*^ angewandt, 

dv x** 

-r^« r: n — als den genauen Differentialquotienten 

für dun o geworden, angibt« (VI. $.7.) 

Da nun n. — ~ nx»""* ist, also dieser erste Dif- 

X 

ffrentislqootient vermittelst dieser Uten Blnomialreihe 
sieb eben %o^ wie vermittdst der ersten ergibt, und 
daher auch die zweiten und noch höheren sich eben 
so , wie vorhin in §« 4* ergeben müssen : so liann 
durch diese Ilto Binomialreihe für die genauen Dif« 
ferentialquotientcn unmittelbar allerdings nichts ge- 
fund^fu werden , was man nicht schon durch die Jte 
gewöhnliche Reihe zu finden wüfste; obgleich in' 
Hinsicht des werdenden Differeniials, also auch des 
werdenden Dißerentialquotientent diese Ute Reihe mit 
dem rtcn Gllede sich beendigt, wenn nrr — r, 
nttnilich als eine ganze verneinte Zahl gegeben ist. 

§• ?• Sey y eine Function des x, welche es 

wolle. Wenn man -5- rr p, dann auch —rrq, fer- 

dx *^ dx ^ 
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ner -^ -nr und -r- rr », n.s.w.t zu finden weiffl. so 

dx -dx . - - 

lange p, q,r, s..« selbst noch Functionen von x sind; 
"wenn man also den ersten Oifterentialquotienten 
von allen diesen Functionen au finden weifs: so weifs 
man auch alle höheren der vorgegebenen Function y 
Bu finden« 

. dy 

Denn indem —- n p gefunden ist, 

60 folgt llZ = ^ = q. dann 

_ d^y ddp dq 

ferner ^ — 5-2 = j^ — ' 
dx^ dx* dx 

« d^y d^p d^q dr 

ferner -— rr v-^ := t"^ ^^ "j" — ■ 
tjx** dx^ dx** dx 

und wenn nun s kein veränderliches x mehr enthllt, 

" sondern nur ngch etwa das constante x^m darin 

vojj^ommt, so ist dieser Differeqtialquotient der letstei 

und alle folgenden sind =o. 

$. 8* Dieser Gebrauch der Buchstaben p, q, r» s in 
dieser Ordnung ist so gewöhnlich geworden, dafs ich 
schon* oben (X* $• »•) ^^^ Reihe 'dy — pdx -j- Qdx* 
Rd?^^ ^ Sdx^ ... als eine wahrscheinlich ganz allge-« 
meine Form für jedes noch werdende erste Diffieren* 
tial einer jeden x Function y, nur in ihrem ersten 
Gliede schon vermittelst des kleinen p ausgedrückt, 
in d^n nachfolgenden Gliedern lieber die grofsen Buch- 
6tab«|^'QiPi| S, gebraucht habe» Späterhin wird der 

, wichtigste Satss erwiesen werden, dafs Q ~ — • q 
— - r" T~5 t Ä *— ■ * r ^k« " ■■■ ■ ^ •7—7 . « • ist, 

Ä dX^ •. 1.2.3 1.2; 3 dx-* * 

$• 9* Da wir für jede algebraische Function 
ihr erstes Differential durch die Eegeln des VIten Ca- 
pitels KU finden wissen, aus diesen Kegeln aber ein- 

9* 
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ienehtet, dafa der erste Differentialqnotient keine an* 
dei^e al0 wiederum algebraifcbe Function seyn kann« 
folglich auch der aweite Differentialquotient wiederum 
eine algebraische Function » und nach schon bekann- 
ten Regeln zu differehxiiren ist ; so erhellet » dafs wir 
für jede algebraische Function 7 jeden für sie vorhaki* 

• . * d*'y 

denen irten Differentialquotienten -p^ zu finden wissen.. 

Sej er r=S gefunden» so ist das rte Differential 
d^y zr £. dx » es mag .nun £ noch eine wirkliche 
Function des x seyn , oder als Scheinfunction nur 
noch eine von der Veränderlichkeit des x unabhängige 
x^nri enthalten, und in ao fern eine coustante Gröfse 
aeyn. 

§• 10» Ist aber y eine transcendente Function dea 

X (a«B. y zrsin arc x) so kann ihr erster Differential- 

qaotient eine andere transcendente Function . aeyn 

dy . . 

(wie hier ' ^ — rr cosin arc x im folgenden Gapi* 

tel sich ergeben wird), und so mufs man auch vom 
cos arc X das erste Differential zu finden wissen, um 
daa zweite Differential des sin arc x angeben zu können. 
Demnach wird man auch bei den Differenziirungs- 
regeln der transcendenten Functionen in Hinsicht ih- 
rer hSheren Differentiale nur darauf zu achten haben, 
dab man für alle dabei nöthig werdenden Functionen 
deren erste Differentiale zu finden lehre* 

Obgleich allerdings bisweilen es zu benutze# ist, 
dafs z.B. Sinus und Cosinus und überhaupt alle tri- 
gonometrischen geradlinigen Functionen einander al- 
gebraisch functionirt sind, z« B* cosin arc <t> =: 
1* (1.1 — [sin arc <f)]^) ist, also sinarc<j)~x genannt, 
cos arc ^ :ii (i«i — xx)| ist, also die höheren Diffe- 
rentiale nun sämmtlich durch algebraische Difteren- 
ziirung können gefunden Werden: so wird man doch 
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meistens weic einfachere Fonnen gewinnen» wenn 
man im tranacen4enlen diffarenxiiren fortCftbrt« 

$« II. Auch von Functionen mehi:er Variabeln 
-werden wir ihrer höheren Differentialquotienlen al> 
lerdings nöthig^haben. 

Sey z» B. u r: xy , eo ist du n y dx -j- xdy, und 

wenn x al« Orundgröfse der Function u betrachtet 

werden kann und aoU: ab bat man den eiatdii Diffe* 

• , . du , dy 

rentialquotienten -5-~y + x-T^. 

dy 
Obgleich nun der Werth des -r^ nicht eher ange« 

geben werden hann^ als bis man auch y als Function 
des x gegeben hat» und ebenfalls auf x su differen- 
ziiren weifs : so kann man doch vorläufig fiir das fer- 
nere difFerenziiren andeuten , dafs der zweite Diffe- 
rentialquotient 

dxdx dx dxdx '^ dxdx dx dx* 

, , , .^ d^u ddy , dx ddy , d.ddy 

und der dritte — 7 ~ 2 — ^ + -t- — ^ 4- x =- 

dx^ dxdx ' dx dx^ ' dxdx/' 

d^y d^y 

ZZ 3. T-7 + X -—^ sey n müsse ; denn diese 

du 

Ausdrücke ergeben sich^ wenn man d. -r- findet» und 

durch dx dividirt 9 um % . zu erhalten ; u. s. W* 

dxdx 

Gesetzt nun, man habe sich überzeugt» data, zwar 

nicht allgemein / doch etwa für einige Fälle, yr=ax^ 

können geachtet werden : so würzte man sogleich» dafs 

für diese Fälle ~ — 2 ax, folglich -—^ :i: 2 a , daher 

d^y d^u -• 

schon -T-T — o und demnach -— =■ n; 3. 2. a iz 0. a» 
dx* ' dx^ 

also schoi) censtant seyn mufs. 
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§. 12. Sey PziQIl und von Q und R bekannt, 
daC» es Functionen von x sind, so hat man 

dx dx "^ ^ dx 

dx^ --^ dx^ ^ dx. dx ^ ^ dx^ 

' dx» — dx^ '^ ^dxdx^ +^ dxMx ■*" dx* 

Die numerischen Coefficienten in diesem Diffe« 
r^ütial(juotienten 

sind 1 1 

dann i s i 

dann 1331 
welches schon überflüssig ist, um durch allgemeine 
Inducirung zu schliefsen; dafs im nten DifFerentiai- 
quotienten diese numerischen Coefücienten f ölÜg wie 
im Bin'omraltheoreme sich ergeben müssen, und der 
fite Differentialquotient 

dnp _ RdnQ dRd^2l2 4, p^ n— i> d^R A^-^Q 

Jx ~ dx^' • " dxdx'^-» ' 1. 2 dx^ dx«~* 



u.s.w. seyn mufs. 

§. 13. Mehr dergleichen allgemeine Formeln für 
andere Functionen von zwei Variabein, oder sogar vbn 
drei und mehren Variabein im Voraus aufzuführen, 
halte ich nicht rathsam. £9 ist besser, dergleichen 
nach und nach zu verfertigen, wo man ihrer bedarf, 
und für das jedesmalige ßedürfnifs zweckmäfsig sie zu 
verfertigen veranlafst ist, auch durch ihre Anwendung 
sie sogleich richtig verstehen lernt« 



> 
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Neuntes G ap i b e l. 

ly'ifferehziirung der nöthigsten Kreisfunctionen. 



0. 1« Durch A, ala den A tifangspunqt: eines 
• Kreisbogens AB (Figi 9.) den Darchmesser AD ge* 
zogen, und von demselben aus diejenigis Normale £B 
errichtet, welche des Bogens Endpunct B trifft, ist 
der Sinus des Bogen^ AB. Mit veränderlichem Bogen 
ABz:z<pf rnufs auch dessen Sinus £Brzs sich ändernt 
' daher die beiden Gröfsen (^ und s einander functionirt 
sind. . 

Iifdem aber x — 3, 14 u. s.w. die Länge des 
Halbkreises für den Halbmesser mi angibt, i|nd 
fernerhin AB~(i> nur den kürzesten unter denen 
mehren Bogen bedeutet, die in A ihren Anfang, iii 
B ihr Ende, und deshalb, der obigen Erklärung ge- 
mäfs, ebenfalls dieselbe Linie £B zum Sinus haben: 
SO' sind diese übrigen Bogen aufser <p 

aucTi 2ir-j-({);4ir4-^ \ 6 IT -^ <t> ; Qv -{- <p ; Vi. 9^yv. 
' ohn Ende , 

überdies auch — Sic «f* i?) ; — 4ir + ({>; — 6ir -J- ?> ;-^8^+ * 

.u.s,w. ohn Ende. 

, Da ferner der bejahte Sinus EBrr-|-^ eben so 

grofs auch im zw e 1 1 e n Quadranten, als FGrzEB ZU -\-s 
vorkommt, und diesem Sinus 

di« Bogen \r — ^;5x — (PiS^ — (?) u.s. w* ohn Ende, 
und überdies auch — v — <^;— S-r — (p ; — 5^— <?>> 

u^s. w. ohn Ende 
sugehören : so erhellet , dafs jedem Sinus s unendlich 
viele Bogen ziigehören, und daher eine algebrai- 
sche Gleichung 

(?)" + A0"-i 4- .B(p«~« + .♦.• ■<— srro 
welche die unendlich vielen, einem gegebnen s zuge^ 
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hörigen Bogen $ als ihre Gleichnngswurzelh bestln^- 
men sollte^ ein nrzÖO haben müfste; also dieae Be- 
etimmnng die Kräfte der Algebra überateigt» 

$. 2. Gleich^vobl dürfte diese , durch die unend- 
liche Anzahl dea Bogens entstehende Transcendenz für 
die Praxia Können beseitigt werden« Denn sey niir 
erat für den kürseaten Bogen (p eine Gleichung 
zwischen ihm und seinem Sinus a gefunden: so 
würste,,man ja, dafa eben der Sinus auch jedem von 
den unendlich vielen Bogen (p zugehöre, von welchen 
keiner um ein gebrophenea ipr vom kürzesten (p ver- 
schieden iat» 

$« 5* Allerdings aber ist es nun auch in Hinsicht 
des kürzesten Bögens (p der Fall» dafs man z.B. ver- 
mittelst dea pythagorischen Lehrsatzes» den Sinus als 
halbe Sehne behandelt» überführt wird» 'durch einen 
öhn Ende fortgesetzte Quadratwurzelziehung dem Bo- 
gen aich immerfort zu nähern» ohne ihn je zu errei- 
eben. Auch durch alle übrigen bisher versuchten und 
versuchbaren Methoden hat man ebenfalls nur Rei- 
hen zu finden vermocht» welche die Bogenlänge im- 
mer genauer und genauer angeben müssen, ohne sie 
jemala genau zn erreichen » z« B* 

"*" fl.3 "^ i^.4'5 Ä,4,^.7 '^' 



• • • • 



x$. 4* Indessen braucht auch dieae Tranacendenz 
uns für die Praxis keine, Sorge zu machen. Gesetzt 
sogar» dafs ea noch irgend einmal gelinge, zwiachen 
Sehne und Bogen» also auch Sinus und Bogen» eine 
ganz genaue algebraische Gleichung zu finden: so 
würde ihr Ausdruck so beschaffen seyn müssen» dafa 
man ungleich lieber nach den achon gefundenen Rei- 
hen annähernd rechnen wurde« Sogar bei vielen an- 
dern aolchen Functionen, die man ursprünglich ganz 
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r 

genau auszudrücken v^ranlafst ist , pflegt man sich 
uni^usehent M^ie man sie in solche Reihen auflösen 
könne» die eine bequeme Berechnung gestatten« Ue- 
berdie§ aber sind für die nötbigen Kreisfunctionen so 
viel einzele Fälle schon berechneti und so tabellarisch 
vöUstäridig geordnet,, dafs man mit diesen ttianscen- 
denten^ Kreisfunctionen viel bequemer und zuverlässi« 
ger als mit manchen anderweitigen nicht transcenden^ 
ten zu rechnen pflegt« Namentlich findet man auch 
in den hieher gehörigen trigonometrischen Tafeln die 
Bogenlänge <i> für so viel Grade , Minuten und Se- 
xunden aufgeführt, dafs man daraus z.B. die Bogen- 
länge füt 170° rr 2,967059 

für 8° — 0,159626 

für 57* — 0,016580 

für 9" ~ 0,000043 abnehme^ und somit 
für ^1 7 8° 5 7' 9" ~ 3, 1 2 3 3 o 8 finden .kann , unter 
der Voraussetzung, wie^ man zu sagen pflegt , dafs 
der Halbmesser =: 1 sey. 

Da nun aus den Sinustafeln ebenfalls für solche 
Grade , Minuten u. 6* w. die Sinuslänge abzunehmen 
ist : so erhellet von selbst , -wie man vermittelst bei* 
der Tafeln für jede ^ gegebne Bogenlänge die Sinus- 
länge, und umgekehrt für jede mögliche Sinuslänge 8 
die ihr zugehörige Bogenlänge 9, als ^chon berechnet 
vorfinden, und demnach bei jeder analytischen Ver- 
gleichung, mit gegebnem 9 oder s, auch a oder 9, als 
mit gegeben betrachten kann. 

§« 5* So lYie die Functionirung zwischen Bogen 
und Sinus transcendent , das heifst^ die genaue Ver- 
gleichung zwischen beiden Gröfsen die Kräfte der al- 
gebraisclien Operationen übersteigend ist; so mufs 
auch zwischen Bogen und jeder andern von den übri- 
gen sieben geradlinigen trigonometrischen Hülfsgrös- 
sen die Functionirung ^ben deshalb transcendent seyn» 



"(. 
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W^il alle diese 8 Hälfslinien unter einander alge- 
braisch vergleichbar sind ; die 6 ersten * dnrch blofse 
QuadratwDrzelziehung « iveil sie ja unter einander 
wie die Seiten rechtwinkliger Dreiecke sich verj^al- 
ten ; .und Sinus versus oder Cosinus versus als alge*- 
braische Samme ans dem Halbmesser i und der Ge* 
gengröfslB des Cosinus oder Sinus, 

0. 6. Sey R die Länge eines Halbmessers, welche 
' sie wolle« und Rr=r. ]• indem diese absichtlich hier 
ausgeseichnet grofs geschriebene 1» irgend eine li- 
neare Einheit« und r den Verhältnijfs • Exponenten 

R ' . . ' 

^ bedeutet: so wird man für einen veränderlichen 

Wipkel f, die während seiner Veränderlichkeit ihm 
^ zugehörigen veränderlichen 

Bogen • Sinus - Cosinus • Tangenten-Längen, . . * 
dn^ch arc 9. 1 ; sin ^p.l ; cos 9. 1 ; tang y 1 ; u. s., w. 

für 6en mit dem Halbmesser 1 beschriebenen Kreis« 
und dagegen 

dorcharc^. R; sin^). R; cos^.H; tang 9. R , u. s. w« 
für den mit dem Halbmesser R beschriebenen Kreis 
ausgedrückt haben, wenn man sich unter den Aus- 
drücken arc^), sin 9, cos 9 u^s.w. nicht mehr Linien 
dem Halbmesser 1 zugehörig, sondern nur diejenigen 
Zahlen denkt, welche zu ihrer eignen Zahleinbeit sich 
eben so wie die Längen 

arc^«!; sin^)! etc. zu ihrer Einheit 1, folglich 
aacHwiedi® arc^.R; sin^.Retc. zu ihrem Halbmesser R 
eich verhalten, 

V (Dieses Folglich, niid noch nianche fernere Folgerung, 

wird auch dem Anfänger eben dadurch einleuchtend seyn, 
dafi wir ihm fdr die veränderliche Bogenlänge , auch einen 
veränderlichen Winkel f vorgeführt haben, des in jedem ein- 
seien Werthfalle seiner Veränderlichkeit jedesmal mit seinea 
beiden unendlichen Schenkeln alle Kreise gleichzeitig durch- 
schneidet, sie mögen mit dem Halbmesser 1 oder irgend ei- 
nem andern Halbmesser R beschrieben seyn,^ 



N 
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§. 7. Wen wir nns s. B, In der bekannten Glei« 
cbong cos y. 1 1=: 1^(1.1— f in 9*1« sin 91.) / 

oder cosy.RrzrCRR — sin 9. R. sin 9. R), 
beide Seiten durch den linearen Halbmesser, er se^ 1 
oder R, dividirt fordern: so erhalten wir die Zah- 
lengleichung cos 9 r= J* (1.1 — sin 9 sin 9), in wel- 
cher nnn irgend eine lineare Einheit nicht mehr 
vorkommt. 

Da demnach auch das 1* 1 in derselben t nicht 
mehr das Quadrat einer Linie 1 , sondern nur das 
Zahlenproduct 1« 1=1:1 bedeutet: so haben die. neueren 
Analysten nicht Unrecht , wenn sie diese (xleichung' 
-nur cös 9 rr t* ( t — sin 9 lin 9^) schreiben ; auch s« B. 
statt der Gleichungen 

(R C03 9 )^ _ RR _ RR 

RR ~ (lUec9/* ~ RR + R lang 9. R tang 9 
nur ^ie von der Oröfse des R unabhängigen Zahlen- 

gleichung cos 9* — -^t== — TTr-^ — :rT behandeln.*) 
• ° ' stc^^ i4-täng9* ^ 



*3 Allerdiiijo;8 'werden wir den jetzt gefwöhnlicfaent aaeh in 
vieler Hinsicht netten Gebrauch solcher Zahlengleichun« 
gen , fernerhin im Auge behalten t und zu rechter Zeit 
selbst befolgen. Wer zu frAh den biofsen Zahlenvrerthen 
sich überläfstt nicht auch sie geometrisch sich darzustel« 
len weift, wird namentlich in ihrer Anwendung auf fech« 
nische Wissenschaften arge Fehler begehen können. Nicht 
einmal die so treffliche Prüfung einer Gleichung vermit- 
telst ihrer dimensorischen Richtigkeit ^Vorerinner. VIO 
steht ihm zu Gebote. Wenn eine trigonometrische Fun* 
ttion noch andere veränderlidhe Gröfsen enthält: so 
mufs man doch zu entscheiden wissen y ' welche von ih- 
nen etwa den Halbmesser abgeben kann, und eben des- 
halb für alle veränderliche Winkel im Kaiser als ' constant 
zu behandeln sey! Der teutsche Lehrling wird auch 
solche achtungswerthe teutsche Mathematiker zu benut- 
zen haben » welche allerdings noch zu ängstlich geome- 
trisch zu schliefsen suchen; der Engländer u»d voUends 
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$•8» ^^^ ^^^ nunmehr folgenden sorgKltlgen 
Begründung der trigonometrischen Difterentialformdn 
aber werden wir die Einheiten gerade in der Maafse 
vollständig mit aufführen, dafs man sich in feder For- 
mel unter den Ausdrücken arc^), sin 9» cos 9 u. 8«^^. 
nach Belieben entweder die (jänge denken kann, t^el- 
che diesen trigonometrischen Functionen , in einem, 
mit dem Halbmesser 1 beschriebenen Kreise, für ei- 
nen veränderlichen Winkel f zukommen würden, oder 
'a,uch 4iie diesen Linien proportionalen Zahlwerthe sich 
vorstellen kann; so dafs man unter, jeder in den For- 
meln angeführten 1, in dem ersten Falle die lineare« 
in dem andern Falle blofs die Zahleneinheit der Zah- 
len 9, sin 9, cos 9> U.S.W« sich zu denken h^t, wel- 
che man für jeden einzelen Werth des veränderlichen 
Winkels f , nach Graden, Minuten, Secunden etc* aus* 
gedrückt, in den trigonometrischen Tafeln vorfinden 
kann. Kaum brauche ich es zu erinnern, dafs man, 
wo Grade und Minuten u. 6. w« genannt werden, 
sowohl Grad- und Minuten -Bogen, als Grad- und 
Minuten - Winkel darunter verstehen kann; weil 
beidfes einander proportionale Maafse sind; 

§. g. Der nächsten uns bevorstehenden Anwen- 
dung der trigonometrischen Differentialquotienten an- 
gemessen , und auch aus andern Gründen rathsam, 
wollen wir uns zuvörderst den Bogen 9) als die. 
Grundgröfse» und dagegen die demselben zugehö* 
rige trigonometrisfche Hülfslinie, es mag nun Sinus 
oder Cosinus, Tangente oder Cotangente u.s.w. seyn, 
als eine Function des veränderlichen Bogens den- 
ken , deren Differenzen odier Differentiale durch das 
dem 9 zugelegte A9 ^^^^ ^? bewirkt werden. 

der Italiener zu geschweigen , von i^elchen besonderft 
die letztern, zur Zeit ihrer berühmten Wasserbaiuneister, 
auch durch Bilder der höhern Geometrie sich aus;sudra- 
cken sachten» 
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Die AntfiirScke sin 9» cos 9» Q.8«\r. bedentto al- 
lerdings den Sinus, Cosinus u.s.w* einies Terinderli* 
chen Winkels, dessen Gradzahlen etwa liach Gra- 
den oder Minuten u. s. w* rr 9 gedacht werden ; in^ 
dessen wird alles anschaulicher , wenn man sich uii- 
ter 9 den Bogen vorstellt, der mit dem Halbmesser 
rr 1 beschrieben, den veränderlichen Winkel f be- 
spannt, also mit ihm verSnderlich, und spg^r ihm pro- 
portional veränderlich ist; daher wir uns unter den 
Ausdrücken sin 9, cos 9, u.s«w. immerbin vorstellen 
wollen, dafs sie den Sinus, Cosinus u«s.w. des Bor- 
gens 9) bedeuten. £s wäre hier zu mühsam» immer« 
fort sin arc 9, cos are 9, u»s.w« zu schreiben, ob- 
gleich es in der Folge hie und da nöthig äeyn kann, 
dut-ch das hineingesetzte arC, z«B« in sinarcT*az auS<« 
drücklich zu erinnern, dafs t*az als ein Kreisbogen 
' gedacht werden solle, von dessen Sinus die Rede sey. 

Aufgabe. 
JJ|. 10. L Den Differentialquotienten 

— ; — ^ zu finden, dcp das Differential des 
dy ^ 

Bogens 9 bedeuten^ dessen Function hier 
der Sinus ist«^ 

XL. Den Differentialquotienten — -^ — ? 

dy 

zu finden, den Cosinus als Function des 
Bogens 9 betrachtet, 

Aujlö sung für I. 
Wenn der Bogen 9 mit A9 belegt, also 9* :^ 9 
4~ A9 gefordert wird, so hat man ( V o r e r i n n e r « X,) 
1. sin 9* 

— i*sin(9+^9)— sin9*cos A9 + COS9. sin A9 
also 1. A fii» 9 nsin9.cos A9 + cos9.sinA9-i«8in9 
, 1. /^ sin 9 rr sin 9. cos A9+ <^o^ 9» »^p A9 •-^i>sin9 

.A9 A9 ^ " 

als den Differenzquotienten, 
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Wird nun' statt A9 ^in unendlich tcleines noch 
in seiner Annäherung an rro begriffenes 'd^ geschrie- 
ben, so haben wir d^ werdenden Differenlialqno- 
ti^ten 
• I»*d»in9 ^^ si n y, cos'dy 4* cos y; sin 'dy — 1. sin (p 

^dy ~ ""' '■ *äy ~ " 

Da nun, indem dyrro geworden ist, auch cosdy 

~ cos om, also das Product sin y/cos dyrrsiny. 1, 

folglich sin y. cos dy —- 1. siny n o geworden seyn 

nufs: so haben wir dann 

irdsinOp cos €p. sindci) ^ « n« t 

— i. — 2_-— z, folglich 

dy dy / ° 

auch -^--r — ^ rr cosy, weil v^ir nachher es er wei« 

een wollen» dafs — r— ^ — — cih — rr 1 ist. 
' dy o o 



j4 uf lö s un g für IL 

Es ist 1. A*cös y rr 1. cos (y +yA) — 1. cos y 

~ cos y. cosAy— ^i^y- sin^yr— 1. cosy 

. i/dcosy cos y, cos*dy — siny. siircly-^i^cosy - 

^3y "'^ *"* *dy 

^ - ,. , i.dcoscp . sindy • ^ . 

folglich —5^ zr - sm y. -^ = - 8in ^, in- 

4em hier coA.y. cos dy ~ coä.y. cos o =: cos y« 1. 
geworden, durch — 1. cos y vernullt wird, und dafa 

i.sin dy i.sino w , 

— Tzr^ — ' — — 1 *^y» nachher au erweisen, 

dy arc o . . . 

wie vorhin versprochen wird. 



Zusatz^ 

$. lt. Als genaue GrörsenrDifferentiale (das heifst, 
als Gröfsen der genauen Differentiale) sind alsa hie- 
mit erwiesen. 
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L d iin 9 rr co^^.dtp und 
IL d coa 9 nr — sin 9, d9« 

Und IIL d tang q> rr -— ^^ 

^ ^ cos 9* 

d9 



IV. d cot 9 — 



siu 9^ 

^os 9* 

vr. d C08CC cp — — ■ . ^ , ^ 

r 6in 9-* 

VII. d sin vers 9 rr sin 9. d9 

Vill, d CO» vers 9 ~ -^ cos 9. d^. 

lassen sich aus I* und II- leicht folgern« Denn da 

IIL tang 9 — i ist das hiermit geforderte 

/ ^ ^ cos 9 

Dividiren aber eine algebraische Operation ausmacht: 

so hat man durch VI. $.45. 

, * cos fp. d sin Q) — sin Q). d cos Cp 

auch d.tang V — ^^^ ^ ^; 

-^ cos 9, cos 9 ' 

durch I. und IL 

, , ^ _ cos cp. cos cp 4- sin (/). pin 0) , 

also d tang 9 rr --^—2^^ i— i i — 1 — X dcp 

° ' CO/ 9. cos 9 ^ 

1. 1 , 

- = r d9. 

cos 9* ^ 

IV. Da cot cp rr -r — -- ist, so muls 

^ 6111 9 . 

- sin Cp. d cos Cp — cos cp, d sin Cp 

d' eotang 9 rr ^ 7^ ; —^ 

° ' srn 9. sin 9 

(•VI. §. .); nach L und II. also 

— . «in cp. sin cp — cos Cp. cos cp , 

d eotang 9 — 2: — -. — ^ — ; 2 i. iw 

** ^ sin 9. sm 9 ^ 

V. Da aec 9 rr (1. i+tang9^)J ist, das Potenzi- 
Tfen für die bestimmten Dignitäten ^ und 2 aber eine 
algebraische Operation ausmacht: so hat man (2ie 
Erweiterung des ersten Lehrsatzes VL §.52.) 
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d8ec9>r=§. (i.i-^utftg q>*y^^ d tang y*, und- 

IIL aUo : 

d.ec<p= ^'"g y- ^y = J!2L2ll^. 

^ (1. i + ung 9«)*. cos 9« «cc 9* CO» 9^ 

auch ~ -^ ^» äw. 

cos 9* '^ 

VI. Aaf ähnliche freise ergiebt sich 
d cosec 9 — d. (!• 1 4" cot 9*)* 

rr i (1; 1 Hh cot 9^)-^. 2 cot 9, d cot 9 

ebt q> , cot 9 1 , 
rr 2i-..dcot9r:— —• " ' ^^ ^^9 

cosec 9 ^ cosec 9 sin9'' •■'^ 

1« cos Q) , 
= 4 — -^. d9. 
sin 9^ ^ 

VIK d sin vers 9 rr d (1 — cos 9) rr — d cos 9 
~ sio* 9. d9. 

VIII. d cos vers 9 m d (1 *— sin 9) ir — d sin 9 

rr — cos 9. d9. 

A n m ö r k u n g 1^ , 

%. i3» In Fig. 7. sey AM — 9 und MM« — d9, 
so mufs mit d9 n o geworden« audi der Winkel 
MCt — o geworden seyn « wenn von der MT der 
Kreisbogen in M berührt wird» also CMT ein rechter 
Winkel ist. Indem daher M'MC einem rechten Win- 
kel gleich werdend ist« so mufs auch der Winkel 
M'MN dem Winkel CMP gleich werdend, also das 
bei N rechtwinklige Dreieck M'NM dem bei P 
rechtwinkligen Dreiecke CFM ähnlich werdend seyn, 
und indem alles, was an der völligen Aehnlichkeit 
fehlt, mit d9~ö verschwunden ist, so mufs dann 
auch 

MM« : NM« r: CM : CP 
das ist d9 : d sin 9 rr 1 : cos 9, also 
1. d sin 9 rr cos 9 d9 g/sworden seyn; eine graphi- 
sche Darstellung für dieses Sinus-Differential, welche 
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neben dem obigen strengern Erweise immerhin als 
eine anschauliche Gedächtnifshiüfe za empfehlen ist* 

Für das Cosinns-Differential kann man ans dersel* 
ben Figur eben so schliersen-« . 
dafs MM« : MN = MC : MP = CM : PM 
das ist dy : — dcosy rr — i i — sin ym : siny 
also — 1. d cos y rr sin y. dy scyn mjufs. » 

Denn da MtJ ziz PP*, dem CP =r cos y allemal 

entgegen gerichtet, allemal eine Verkleinerung 

der absoluten Gröfse des cos ^ ausmacht« q> mag 

seyn, welcher Bögen es will: so ist dieses PP' die 

Gegengrofse von dem schlechthin so genannten 

d cos 9); folglich das schlechthin so genannte d cos 9 

■;— sin (p. d y. 

1 * 

Nämlich ein bejahtes Differential des Bogens« also 

(III. §. 30ä) das Differential eines bejahten Bogens y« 

bewirkt ein negatives Differential des, cos 9>« wenn 

siny bejaht ist; mufs dagegen ein bejahtes bewirken« 

wo sin 9 verneint« also — siny bejaht ist« 

Gerade umgekehrt müfste sich das Zeichen des 
d cos 9» ergeben« wenn dq> verneint angenommen 
wäre« wie ^s in der Regel geschehen und ohne ausdrück« 
liehe Gegenerinnerung allemal vorausgesetzt werden 
müfste« wenn y mit einer« der bejahten Drehung ent* 
gegen kreisender Drehung beschriebene^ Bogen« ein — f 
wäre ; weil in der Regel jedes d ( — 9) iz: — (9 + dy) 
— (-^9) 1:=^ — dy angenommen wird (VI. §. 30)« 

Für TT' als dtang 9 dcg;^eben sich nach Figur 8f 

die beiden Proportionen 

r : sec 9 z= dy : TU 

r : sec ^ — TU : TT% 

sec €p^ 
aus welchen d tang 9 rz ■ T — .d9, also auch 

— '^^ ^9 folgt» 

cos 9* ^ ^ • 

10 
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Noch rathe ich, fär dtinveirs^ ~ sin 9). CI9 auch 
durch Zeichnung (Fig. 7.) fich dareuatellen • auf wel- 
che Weise es aUemal als die Gegsngröfse vom 
d cos 9 ::;p — sin 9. d^ sich ergiebt. Nämlich P , der 
Endpunct des CP rr cos 9« naag liegen, wo er will; 
allemal ist sin vers y = PC -f CA m — CP + CA, 
die algebraische Summe aus der Gegengröfse des 
Cosinus, und dem bejahten ersten Halbmesser; folg- 
lich der $Inns versus allemal bejaht.' Da aber sein 
mit 9 rerSnderlicher Theil die Gegengröfse 
des Cdsinus ist, so mufs auch sein durch das Diffe- 
rential des Bogens 9 bewirktes Differential allemal 
die Gegengröfse des fiir den Cosinus bewirkten Dif- 
ferentials nusmachen. 

jinmerkünga. 

$. 13. Die bequemste Anwendung und kürzeste 
Darstellung aller in $. 11. gefundenen. För/neln gewinnt 
man dadurch; dafs man sich unter arctp, sin 9, tang9 
u. s.w. lauter Zahlen denkt, so dafs erst arc 9^ 1, 
sin 9. 1 UiS. w. die Linien seyn würden, durch wel- 
che diese Gröfsen in einem Kreise darzustellen ^Wären, 
dessen Halbmesser die hiQi^ . hinzugeschriebene lineare 
Einheit ist. 

Wenn nun in der AuflÖsiing för I, (§. 10) des sin 9 
belegte Gröfse 

(sin 9)' — sin (9 + A9) — "« 9- cos A9 + cos 9. rfin A9 
als Zahlenausdruck betrachtet wird, so ist jedes sei- 
ner beiden Glieder ein Product aus 2 Realfactoren, 
von denen jeder eine Linie ist, so bald (sin 9)' als 
Linie gedacht werden soll« Dann würde von diesem 
belegten Zustande der unbelegte sin 9, als Linie 
schlechterdings nicht, sondern nur als fläqhengröfse 
1» sin 9 können abgezogen werden. 

Hieran wird man nun a^uch unmittelbar sich erin- 
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nert finden ^ wenn man auf die Dimensionen der 

Froduxte achtet. Weit mühsamer wäre es; zu be« 

denljen, dafs die lineare Gröfse Jr.sin(9) + Ay) eigene. 

,, , r.sinCp, r. cosA^P i '• cos Cp. r. ein ACp . . 
lieh — ^— ^ -f- -; ^ i- ist; 



r r 

und daher die unbelegte Tanction r.sfnj) als 
davon abzuziehen sej« 



r. r. sin 



5P 



'^ §« 14^ 2}i« Behauptung 

# X. . -« r W"<^ arccp o . - 

m ß.io, dals ■ - > ; -^ ZT -^ rr 1 sey , werdet! 
\ ^ d arc 5p o "^ 

hoffentlich meine Leser eines Bew>eises bedürftig er- 
achten; weil sie von mehren -^ es bereits wissen, dafa- 

o 

bald dieser, bald jener bestimmte Werth, von 1 sehr 
verschieden, ihnen zugehört;* für unsere obige Her- 

leilung der Differentialquotienten -*-- — ^ 3. tind 

d. cos arccp . ,. «r • ' • ^^« • 

: — 2: aber dieser Werth zu wissen nötliie ist« 

d. arc 9 V 

Wenn man dieses Bedürfnifs bei andern BeweisartA 
zu bemerken, keine Gelegenheit hat: so ist eben die- 
ses eine Anzeige; dafs bei ihnen manches Wesenüiche 
unbemerkt durchschlüp£<eu kann; und es scheint mir / 
sehr nützlich, folgendes Beispiel aufzustellen. 

§• 15« Wenn wir uns durch endliche Analysis ' 
schon davon überzeugt hätten , ^ 



daCs 1) sin 9 n: 5P -* 



t 



+ 






1.2.3 i.fi.3t4*5 



+ . 



« • 



*3 mit einem Zeitaufwande , ^ deit der Pxactiker vermeiden 
mufs , weil ihm viel schwierige Anwendungen des 
Calculs bevorstehen, jene Reihen aber aus den bAndig 
erwiesenen IDifFeientialquotientea sich sehr kurz und 
deutlich folgern Ussen. 

• 10* 
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und 2) cos cp rr i — '^ h — ^ — • — -i- . . . 



aeyn 

mub; so könnten wir aus 1) sogleich 

- d sin 9 9* , 9* ... ^ , 

auf — -— — * — 1 — -^ V- — i — . echlielsen , und 

dy ^ 1. a ' 1.2.3.4 

somit dafs — r; — ^ ^m cos 9 seyn mufs, darch d) 

Überzeugt seyn, ohne nunmehr auf diis Fra^e zu kom* 
men , ob sin* d arc 9 ^"^ ^ ^^c 9 im Verhältnisse der 
Gleichheit verschwindend seyn müssen, oder nicht! 
welches doch für jeden der wahrhaften DiiFerential- 
■l^thode angemessenen Beweis des dsiny z= cos9«d9 
einerecht wesentliche Frage ausmacht! 

Gesetzt auch» wir wollten hiebei mit Tedenat 
(Le9ons elem« T« II. $. sß^) *tis i) zuvörderst auf 



sin d9 zz d9 



"^ dcf) — -2L 



l.S. 



+ 



d9^ 



- — ... und hier» 



aus 



1.2.3.4.$ 

mit ihm auf — - — ^ r= 1 schliefsen : so findet^ ia 

09- 

hingegen die ^Erinnerung Statt, dafs dieses d9 keines- 

weges ein Differential des 9. eine Belegung des 

y während seiner ganzen Veränderlichkeit, sondern 

ntir ein einzelner Werthfall (Verschwindungsfall« 9rro) 

des 9 selbst sey! Für diesen Werthfall, 9 = 0, aller- 

,. d sin 9 _ sin.d9 ,, au 1 • 

dmgs. — j7 ^^ — "XT *®y" tnusse, diese Apglei- 

chung aber für Hrn. Tedenat einen Cirkel im Beweise 
veranlasse, und übrigens mit der Warnung zu be- 
'gleiten sey, dafs man sie ja nicht allgemein, sondern 
nur für den einzigen Werthfall 9zro, als richtig an* 
erkennen dürfe!! 

-, . jf r sin d arc 9 o 

Beweis^ dafs -— *-~v--— 1 ^st. 

•^ d arc 90 

$• 16. Jeder Kreisbogen, welche]|r kleiner als 90 
Grad ist, also auch jeder Kreisbogen MM' = dff 
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Fig. lo. den man sich als DiiFerential irgend eines 
Veränderlichen AMütrf)» also sogleich sehr Mein und. 
als 'd^ geschrieben» noch immerfort kleiner werdend, 
und dem d9)~o sich nähernd denkt, ist swischen 
seiner Tangente MT^Tang*d^ und seinem Sinus 
SM'izSind^) dergestalt gelegen« dafs er mit der Tan- 
gente den Anfangspunct M« und mit dem Sinus 
den £ndpunct M' gemein hat. Folglich mufs, weiin 
mit Verkleinerung des Bogens der Sinus und die Tan* 
gente sich vernullt haben, auch der Bogen ^Atp selbst^ 
=:o geworden sejn, und eher nicht« 

Indem nun während der stetigen Verkleinerung 
immerfort und durchaus 

Sin Are 'dy : Tang* Are 'dg) n Cos arc 'dy : t 
geblieben ist, so mufs mit djp zz o 
auch Sin arc A(p : Tang arc dy rr r : r geworden» 
sogar der Sinus und die Tangente im Verhält- 
nisse der Gleichheit verschwunden sejn; um so 
mehr also 

sowohl Sin Are dy : Arc Afp zz i ' i 
als auch Arc dy : Tang Are d<jp rr i : i gewor* 
den seyn, je gewieser es schon aus der erwähnten 
Lage des Bogens erhellet » dafs er auch während des 
Verschwindens zwischen Sinus und Tangente gelegen 
im'merfort bleiben mufste. 

Will man sich indessen mit dieser anschaulichen 
Lage noch nicht l^egnügen: so kann man auch die 
Sehne des Bogens 'dy zu Hülfe nehmen ; da es denn 
nicht nur durch Elementargeometrie schon bekannt 
ist, dafs der Bogen gröfser als die Sehne, und diese 
gröfs^r als der Sinus, um so mehr also der Bogen 
gröfser als der Sinus ist; 'sondern auch auf fol- 
gende Weise dargethan werden kann, dafs der Bo- 
gen bis zum Verschwinden hin immerfort 
l^leiner als die Tangente bleibt^ 
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I 

N 

Sey M'N der CM parallel gezogen, so ist 

Sin Are dy _ ^^^ ^^^ ^ also NT un- 

Cos Are dg) ^ ^f 

endlieh klein werdend gegen die unendlich kleinen 
JMN, und, mit dy — o- geworden, auch' die NT 

rr — . (1 — 1) r= X) , itUo völligst MT zz MN rz o 

geworden. 

Nun sind in der Figur lo« vier Linien der M'N pa« 
rallel, und zwischen ihnen vier andere der MN -pa* 
rallej gezogen« Man denke sich dergleichen unend- 
lich viele, sa erhellet , dafs die MM' aus eben so un- 
endlich vielen Hypotenusen besteht, als die NM' 
i^ur Katbeten Ctfifhält, 

Zusatz* 

$. i7. Da während d^r unendlichen^ Verkleiner* 
:ung eines Bogens und seines Sinus, seine Sehne zwi- 
schen beiden fallend bleibt: so ifit durch die obigen 
Beweise auch dargethan , dafs der KreisbQgen und 
dessen Sehne im Verhältnisse der Gleichheit ver- 
schwinden» 

In dem zweiten Beweise ist zugleich mit darge- 
than, dafs auch Are d^) : Tan^ Are d^ = i : i ist, 
auch der Bogen und dessen trigonometrische Tangente 
iiQ Verhältnisse det Gleichheit verschwinden; welches 
an4erwärts zu wissen nöthig ist, 

All^etmine Enveiterung der obigen Differential" 

formein» 

$. i8* D^ in den sämmtlich^n $.ii« aufgeführten 
Formeln, (p jeden veränderlichen Bogen bedeuten 
kann: so mufd auch allenthalben ^ statt tp zu schrei* 
ben erlaubt sc jn, wenn ^ irgend einen Kreisbogen 
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bedeutet oder bedeuten kann» dessen Sinus« oder Co- 
sinus ü. 8. w. man anzugeben weiff , es mag ^ übrigens 
eine Function des 9 seyn, welche es will* Um deri> 
gleichen Erweiterung z* B* für die Formel d sin <p 
rr cos <p dy anzuwenden» schreibt man d sin ^ 
n CO« * d*. 

Wenn nun 4^ rr a -— 9 wäre^ so / wdrde auch 
d sin * — cot*(a — 9). d(a — 5p) ZZ — cos (a — 9) dy 
sich ergeben* 

Sey a — - , so weifs man , dab sin ( *- — 9 J 

m cos 9, und cosT — -^9 j =r sin 9 ist^ bat also 

hiei^mit gefunden , dafs d cos 9 .rz — sin 9 d9 ist. 
Eben so könnte aus der erweiterten Formel 

d tang * zr — —-? d* auf d cotang 9 rr — \ r d9- 

o cos^jt-* ° ^ — sin9'^ ^* 

und aus der erweiterten Formel für dsec 9 auf dcosec9 , 
geschlossen werden« 

Au^-mehren Gründen aber ratbe ich» die obigen 
unmittelbaren Beweise für diese Differentiale zu be- 
folgen» welche ich übrigens» ebenfalls absichtlich^ 
sämmtlich bis auf Sinus-, und Cosinus -Ausdruck ge- 
bracht habe. 

£• 19. Aus den acht Differential formein in 0. iu 
lassen sich nicht nur die VlIL tHifterentialquotienten 
in dem nachfolgenden jj. 20. folgern» bei welchen der 
Bogen 9 als die belegte Grundgrdfse angenommen ist» 
sondern auch die umgekehrten g Qvötienten in §. 121, 
bei welchen 1) der Sinus. 2) der Cosinus, 3) die Tan- 
gente» U.S.W, als die urbelegte Grundgröfse» *und der 
Bogen dagegen als Function einer solchen trigonome- 
trischen HüTfslinie betrachtet w^ird» Auch sind die- 
jenigen Ausdrücke» welche nebst den zuerst aufgeführ- 
ten, und namentlich in der Integralrechnung, am mei- 
sten gebraucht werden» hinzugefügt. Aus den zuerst 
aufgeführten können sie durch bekannte Elementartri-. 
gonometrie gefolgert werden» die überdies ' auch in 
den Herleitungen 0» 11. schon benutzt ist. 



/ 
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i i" f ri CO0 y aach — T* 1. 1 — iin 5p* 

II. 

■■ , ^^ y 3r -sing) »uch — JTi. i. — cos cp* 

dy s^ ^ 



iir. 

dy co»9^ "^ 1.1 



d cot (p ^^ 1. 1 , ;i. 1 -f- cot y^ 

dy siny^ i. i 



d sec y ^^ t ifiny . sec y t* (se c y^ —^ t> i) 

dy cosy *~ !• 1 

VI. 

d cpsec y i.i.coiy . cosec y T (cosecy'«^ i, t) 

dy ^^siny« 1. i 

VlI. 

d ftin rers 



d^ 



2, ITffl.isinversy-sihversy*) 

~ sm y auch 3: ' ^ " f .r 



VIII. 

d'cos versy , , 'Tfa.i cosversy -cos'versy *) 

. I 7> — -cosQP <^uch ^ - * ^ ^ ' ' 

dy ^ , ^ 1 



■ ) 



.N . 






« i ■ 

•X* 



«in y cos 9) t*(i#i — siny*) 



— jt_ — — anch~ — 



d CO« y %\n(p f(i.jL — cosy«*) 

3. • 



d tang 9 1. 1 (1. 1 -)- tang 9>^) 

d cot 9 1.1 (x.'i 4- cot y *) 



d® cos Cp* , 1. 1 

d sec y ' i.siny «ecy l"(«ecy^ — 1. 1) 

6, 

dO) «in y* V 1. 1 

^- — -^ T auch — — 



d co«ec y i«co8y co«ec y r (coseoy "^ — 1*1) 



7. 

dCp 1 

— 2: ~ I , - , auch — 



d sin ver« y sin y 1*(2-isin versy-smversy ^) 



8- 

dy 1 ii 

— * ■"- auca — .^ I ■■ ■ 



dcos versy cosy iTC^'i^cosversy-cosversy') 
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$• i2s* Da die almmtlicben acht trigonometrischen 
Hülfslinien vermittelst ihres Constanten Halbmessers» 
als Seiten rechtwinkliger Dreiecke einander functio- 
nirt sind: so mufs jeder von den 16 Differentialqno- 
tienten in $• so. und 2t, durch geforderte Quadrat- 
vrurzeln algebraisch darstellig seyn, wenn wir irr 
^en4 eine' von jenen Hiiifslinien , welche dem Bogen 
^ zugehörig tind, als mit ihm gegeben behan- 
deln« wozu die trigonometrischen Tafeln uns prak- 
tisch berechtigen, weil man ja vermittelst derselben 
für jeden gegebnen sin^, oder x:os 9>« oder tang^» etc^ 
die dazu gehörigen Bogen 9» und umgekehrt, für alle 
Praxis hinreichend genau, finden kann» 

«^ S» ^3* Nehmen wir nun z. B. sin 9 als die Gröfse 

an, für welche, wenn sie uns gegeben ^st, auc^ der 

dazu gehörige Bogen 9 vermittelst der Tafeln iso gut 

als' mit gegeben ist, und nennen sin^^s; so 

dafs mit veränderlichem Werthe des s auch der Bo» 

gen 9 veränderlich ist : so haben wir den Differential- 

dcp 1 
quo tienten --^— rr z^, — '. ^, 



, weil ja TCx.i — s.s) 

ds 



rz cos (p ist. Auch haben wir liun dy rr ^ . , 

weil ja aussin^rrs, auch dsin9)~ds folgt. 

Für den zweiten Quotienten in §• 21, •; — ^ — 

. ^ * d cos 9 

~ — .-,. — ^ werde cos Qp n k. genannt, so hat man 
• sm 5p s . a 

auch dcoscp — dk, also dcp — — x^rr"- rrrx* 

^ ^ T(i,i— kk) 

Für den Quotienten 3) in §. si, . °^ scosy^, 

werde tang^zit genannt, so hat man auch d tang 9 

r: dt; übrigens cos 9^ ~ 



1. 1 



1. 1 



also aCp XT — ■■ . ■ ■ * . 
^ 1. i-f-tt 



sec9 



2 



1,14- tang 9^ 
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$. 124, Hierbei aber ist es so gewöhnlich Als rath- 
gaiPt die Bedeutung der Bachstabei^ ausdrüeklich ihnen 
vorzusetzen. Man schreibt z«B, d arc 9 um ausdrücXlich 
anzudeuten » dafs (p ein Kreisbogen seyn soll » und 
darcungt bedeutet das D^ffer^tial eines Kr^sbogens« 
dessen Taugente mt ist. 

^Bei solcher ausdrücklichen Andeutung ist es nun 

nicht ferner nQthig » für Sinus , Cosinus » Tangente, 

u.s*w. eigenthümliche Buchstaben s, kp t» u.a.w*» vria 

vorhin, zu gebrauchen: sondern auch 

, . dx , — dx 

q arc sin x rz -=7 ' ^ \ d arc cos xzz rz 



r(i.i— XX)* - — w^« r(i.i— xx/ 

darctangx'rz ' ' » , ist durchaus verständlich*). 

X. 1 "T" XX 



*3 "Auch, wenn wir aresin |*ai— «zs geschrieben hatten» 
würde mjin darunter den Bogen eines Sinus zu verstehe» 
haben» dessen Teränderliclikeit von dem verändeilichen 
z seiner Function 'paa — KZ gemäls abhängig aey* . 

Einige klassische Lehrer pflegen arcsin = x; arctang!=x; 
arc sin = 'Jf^aa — zz zu schreiben, vfelches wir ebenfalls» 
besonders in Fällen des letzten Beispieles»' wo die ver- 
änderliche Griindgrüfse des Bogens selbst schon eine Fun- 
ction andrer veränderlichen Gröfsen seyn soll, bisweilen 
ZU/ melirer Deutlichkeit befolgen werden. 

Dagegen werden wir mit Vega» sin^z statt sinz' zu 
. schreiben weniger billigen können; nicht» wenn z einen 
Winkel oder Bc^en». nicht» V^enn z die Sjnusgröfse 
selbst bedeuten soll. Denn es mag z einen Winkel f» 
oder einen diesen Winkel messenden JBogen cp bedeuten: 
$0 wird man nnter sinf' und sinfp^ etwas anders als 
(sin 0' nnd (sinrp^^ zu verstehen» eben deshalb nicht 
geneigt ' seyn » weil ja der ganze Ausdruck sinf» und der 
ganze Ausdriick sin cp , nichts anders als die dem Sinus 
des Winkels f» und dem Sinus des Bogens (^, angehprige 
Gröfse andeuten kann und soll» und nun diese Grös- 
se selbst» sie mag als Linie oder als Zahl angegeben 
werden, keinesweges aber etwa der Begriff eine» 
, Sinus dasjenige ist » was ^uadrirt werden toll ! 



\ 
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Der erste Aasdrtti^k gibt das Differential eines verin- 
derlichen Kreisbogens (9) ah, welcher denr veränder- 
Hcben Sinus rfix zngebört; der zweite Ausdruck» das^ 
Differential eiaes Bogens (9), dessen Cosinus =rx ist; 
und der dritte, das Differential des veränderlichen 
Bogens (^), der mit seiner veränderlichen Tangente« 
Züx genannt» veränderlich ist« 

Indem wir nun auch diesen veränderlichen Kreis- 
bogen allenthalben, wie^bisher, durch ff bezeiclinen :* 
so ist 

von m Ausdruck, x ~ sin 9 folglich dx in d sin 9 bedeutend^ 
im 2n t X =r cos 9 i dx rr d cos 9 < 
imsn # xr=tang9 f dxrzdtangy % 

§. 25-» Hiermit liegt vor Augen, wie die ^übrigen 
5 Differentialaus drücke in der folgenden Tafel zu ver« 
stehen sind, und wie leicht man diese sämmtlichen 
8 Differentialausdrücke aus den ß Differentialquotien- 
ten der Tafel j^. 20« herleiten konnte^ 



Wenn nun sin f' = (sin f)* und sin «)* = f sin flpV be- 
deutet: to mufs auch sinangf' = ^sinangf)' und sin areg^s 
= C^narcfip)' bedeuten'd seyn ; weil ja durch ang und 
arc nur ausdrücklich erinnert wird, dafs f einta Winkel 
utid m einen Bogen angebe. 

Wenn endlich in dem Ausdrucke sinz, die s selbst die 
SinusgrÖfse bedeutend « also sin z so viel als sin=7z b^ 
deutend wäre: so würde doch wiederum Csin r=z^< durch 
sinz^ richtig angedeutet seyn; dagegen, Wer biet sin * 
schreiben wollte, sogar sin^ z' schreiben mtifste! 

Gleichwohl werden uns späterhin einige Ausdrücke vor- 
kommen« bei welchen Yega^s Schreibart die bequemste 
ist» 
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i) o arc sm x zz x?-? r-r 

Ä) d arc coa x ~ — 



i 



^) d arc tang x IT 



r (i. 1 — XX) 

1. 1. dx 



1. 1 ^xx 

. - ^ 1. 1. dx 

4) d arc cot X — — 



5) d arc sec x n 



1.1 + XX 
1. 1. dx 



X T (XX — 1. i) 

^^ , 1. 1. dx 
6) d arc cose c x rr — — r^ 

^ ~ X r (XX — 1 1) 

1. dx 



7) d 8tn refs x zr — 



T (i. a X — xxj 
8) d coa vcra x r: — ttt! r 

r|fc.2X— XX) 






dx 


«H«^ 


T" (l — XX) 




dx 


- 


r(i — XX) 




dx 


' ' 


l -j- XX 




dx 


- 


1 -[- XX 




dx 




x7*(xx — l) 




dx 


"" 


X )'(xx— l) 




dx 


"■"• 


1*(2X — XXJ 


^,^, 


dx 



T (ax— xx) 



In der ersten Säule habe ich die Einheiten i und 
i«i 80 volbtän.dig aufgeführt, dafs nian z.B. in der 
5ten Formel, unter At^stn ^zzarcaecx» und dessen 
xnraec^) nach Belieben» entweder die linearen 
GrÖfsen der Bogen und der Secanten , wie sie in ei- 
nem mit dem Halbmesser m i gezeichneten Kreise 
sich ergeben würden» oder auch blos die diesen Län- 
gen proportionalen Zahlen sich vorstellen hann. . 
Nor die letzte Vorstellung wollen wir verlangt vor- 
anssetzen-y wo wir der Ausdrücke in der zweiten 
Säule uns bedienen, wie sie von den neuern, Analy- 
sten gewöhnlich gebraucht werden, in der That auch,, 
für die Anwendung^ die bequemsten sind; und ich 
halte für gut« von solcher Anwendung iii der Inte- 
gralrechnung, vorläufig ein par Beispiele zu geben. 

§. 26« Gesetzt, wir sind in irgend einef Unter* 
suchung auf den Differential - Ausdruck (i — xx)~l dx 
gekommen, und wünschen diejenige Function X zu 
wissen » dessen Differential dX = (1 — xx)~'7 dx geben 
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könne: so erhellet aus obiger i)darcsinxr: vtr-^ — — ? 

. 7 (i— ^xx) 

— (i — xx)^|dx dafs Xrrarc sinx, das heifst X eine- 
veränderliche ^ogenjänge ^ sey , die man als Fun- 
ction eines veränderlichen sinus ~xir sin f zu betrach» 
ten habe; und so kann nun X in arc sinx ~ arc sinf 
für jeden einzelen möglichen Werth des xrrsinf aus 
den trigonometrischen Tafeln auf folgende Weise ge^ 
funden werden. 

Sey xi:ro, 9945019 ein ^einzelner Werth des x, 
für welchen man den Werth des X zu wissen ver- 
langt 9 so findet man» diese Zahl unter den Sinnszah* 
len aufgesucht» dafs der ihr zugehörige .Winkel f~84 
Gradwinkel, der diesem Winkel bespannende Bogen 
also 84 Gradbogen entfaälL Vermittelst der Tafel für 
die Bogenlängen findet man daqn^ dafs diese Bogen- 
länge =: 1» 4660765 .•• ist» womit die Gröfse des 
X für diesen einzelen Werth des x gefunden ist. 

Da die möglichen Werthe eines Sinus nicht über 

den Sinus totus zz 1 hinausgehen können ; so würde 

man für ein gegebnes x^i vermittelst der Sinusta* 

fein für die Gröfse des X nichts bestimmen können. 

^dx 
Aber auch der DiiFerentialausdruck dX ~ ~ : — ^ 

r(i — XX) 

mufs es zugestehen, dafs er für jedes x^i etwas 
unmögliches fordert» 

5.27. Bei diesepa Beispiele dXtrrTsp '• — t lag die 

Vergleichung mit dem trigonometrischen Differentiale 

dx 
d» arc sinx SC ' ^ ' ■ sogleich vor Augen* und 

7 (i — xx) ° o * 

dennoch war es genau betrachtet» rathsam» sich diese 
Formel vermittelst des Winkels f 

. als ein darc sin f zz, x=r r ■ ^i^v dargestellt zu 

haben* 



\ 
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~ Noch rathsaooer ist diese Darslellang» wQiin man 
mit einer ▼pi:gegebnen DifFerentialformel^ erst man- 
cherlei Umformungen vornehmen mufs» ehe man sie 
der trigonometrischen unterworfen sieht, . 

savörderst bedenken , dafs 

rb 



«ach dX zz 



r». 






ra 



dx 



alfo auch dX r: 



d* i=— X 



rb* . 



<-(H')'> 



ist; um durch 



es ein- 



susehen , ^^fs X rr :jrr • arc sin 



•• « • « • •■ • i. d sm f 

Vergleichung mit darcsmf = ^(^^^^^{^fy) 

in l x=— X J seyn mufs, 

oder docht wiö Avir in der Integralrechnung genauer 
erinnern -werden , dieses x den veränderlichen Theil 
alier der Functioi^en ausmacht; deren Differential sich 

= ' \ , ergeben kann. 
r(a — bxx) ® 

^ S» flS* Wenn wir in der ersten Säule §. 25. statt 

der lineftreh. Einheit 1 einen Halbmesser R ansetzen 

and Are atatt des dortigen arc schreiben: so erhalten 

wir die. Formeln 

V , A • _. Rdx ^ 

1) d, Arc sm x rr rrTsr« % 

' 'r(RR-^xx) 

fi) d, Are cos X rr -— 



3) d. Arc tang x rr 



r (RR — xx; 

RRdx 



RR 4- XX 
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n# •j'W.f' W!N si^ flamentlick auch bei Veg-t vor- 
kommeii« nur däft dort statt onser B ein a geac^hrie- 
ben ist; Tvelches icb -achon ^vegen dessen Gebranch 
in den vorigen Paragraphen nicht anwenden wollte. 

Mag man immerhin sagen können,* daCs man sich 
nnnmehr den Halbmesser R statt, des vorige i voran« 
stellen habe» so ist doch der richtige Gebrauch dieser 
Ausdrücke dadurch hoch nicht gesichert. Auch in 
anderer Hinsicht wird es nützlich aejn, folgende Ver« 
gleichungen zti beachten« 

d arc sm x i. 

Da in der Zahlensleichnng — =— ; — x=-5 r 

^ ^ dsinx r(i— XX) 

R' 

(5. 21. No. 1) dierechte Seite derselben auch — ^rrrz : 

R7 (1 — xx) 

= |-(^R_RxRx) ^^^**'®" mnh, R mag seyn, wel- 
che constante oder veränderliche, numerische oder 
lineare Gröfse es will: so haben wir eben so allge. 

, d arc sin x R 

mein auch --r — : zz z^ttt^ n — sr"N 

d sm X T(RR— .RxRx) 

Wenn wir nun wiederum unter 9) die Zahlen der 
Bogenlängen verstehen • welche in den trigonometri* 
sehen Tafeln als den Sinuszahlen x zügehörig aufge* 
fuhrt sind, unter f aber wiederum die veränderlichen 
Winkel, welchen in jenen Tafeln die Zahlen y> mnge- 
hören: so haben wir arc sin x n: Bogenlänge des 
Winkels f, und sin x n Sinuslänge des Witikels f, 
folglich Rx n R sin f zz Sin f, wenn Sin f die Si- 
nuslänge des Winkels f in einem mit dem Halbmesser 
R beschriebenen Kreise bedeutet« Demnach hätten 
wir auch die Gleichung 

d. arc f R V r • -u i« 

A — ^"T^ — ^ ^Dp u r g^ 'f 80 dafs in ihrer Im- 

d sinf 7 (RR — Smp) 

ken Seite immer noch sin f und arc f, die Sinns- und 

die Bogenzahlen bedeuten , welche in den Tafeln für 
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jede Gröfse äes, verSnderlicben Winkelt f einander 
gehörig aufgeführt ajnd , die Gr5be R in der rechten 
Seite möchte aeyn , waa aie wollte* 

Mit eben ao allgemeiner Bedeutung dea R wfirde 

11 %• 1. ji* 1* <■- «» • darcf B.darcf 

nun allerdinga auch die linke Seite , . ' TZ v. ^ * > 

^ dainf h. d*inf 

bleiben müssen. Wenn aber dieser letste Aufdruck 



auch zz *^ . I bleibenaoll, ao muTa noth- 
d.Hsmf 

MT endig R einp constante, oder doch von der Ver« 

Snderlichkeit des Winkels f unabbSngig TerSnderlicha 

Gröfse. seyn. .Unter dieser Bedingung also« und 

R«arcf ~ Are f geschrieben, haben wir die Formd 

dArcf _ R 

aiuTf — r (RR — sinpy 

Wenn wir nun Sinfirx schreiben, und andeuten 
wollen, dafs der Bogen Arcf als Function dieses Si- 
nus irx solle betrachtet werden; so erhalten wir die 

Formel d Are Sin x ~ ■ :^' : t indefs dagegen Ve- 

7 (RK — xx) "^ ° 

ga nur d Are sin x geschrieben hat; da doch {yt einer« 

lei Winkel f» wie hier vorausgesetzt wird, nicht nur 

dessen Bogen, sondern auch dessen Sinns, Cosinus,' 

ii.s«w* dem Halbmesser proportional sich indert« 

' $• ^9* A°9 dieser Formel können wir nun aller- 
dings ganz allgemein schliefsen ; dafs X IT Are Sin x der 
mit X veränderliche Theil aller der x - Functionen seyn 

Rdx 

iniiase, deren Differential sich zz 'stttts v ergeben 

'r(RR — xx) 

kann. 

Um dann aber b.B. für einen einzelen Werth des 
iSinus zzxzz Sinf. z.B. für xna. 9835657t den 
'Werth seines X vermittelst der trigonometrischen Ta- 
<leln SU finden» würde man snrörderst auf ain f 

11 
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— -^— ^ ichUeCien moMea. Saj etwa R=i3 gegeben, 

-- - ^ X .Sin 1 . _ • ^ 

fo hätte man — zz — — •* n o» 9 945 & ^ 9 = «ii^ff 

'35 

vrürde in den Tafeln, f alf = 84 Gradwinkel, nnd 
dafür die Bogenlänge arcainf rr 1,4660765 finden, 
nnd nnn ans dieser endlich anf die Bogenlänge Are Sin f 
rz 3« 1,4660765 = 4* 398 üchliefsen« 

$. 30* Um znfolge dieser Formel d Are Sin x 

B dx 

es einzusehen , wie ein uns entstände- 



dx . . • 

nes Differential dX rz zi^ r — : als Differential ei- 

7(a — bxx) 

ner trigonometrischen Function X xn betrachten wäre, 

würden wir veranlafst sejn , folgende Vergleichungen 

eiosaschlagen* 

JLdx 

jj dk dx _ rb^ 

r: r=-. — ^; ^ - ^ bleibt; ao liegt vor Angeo» 






1 * t^a 

dafs dX — tjr-. d Are Sin x seyn mufs für R — r=rt 

also für X n Sin f ~ t^ sin f bedeutend« * 

§.31* Wenn wir nun für irgend eihert einzelen 
Werth dieses x, vermittelst der trigonometrischen Ta- 
feln, die ihm zugehörige Bogenlänge finden wollen: 
so müssen wir zuvörderst aus dem gegebnen xnSinf 

l*b 
auf TT- X ~ sin f schliefsen* diesen sin f in den Ta* 

fein aufsuchen, tim die dem Winhel f zugeh^rige^ 
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Grade tttid Minuten ftu finden» und dann tni der Tft- 

fei det Bogenlingen^'die diesen Ortden ttrid Minuten 

isngehSrige Bogenlänge ^ ab^nnehmen ; welches denn 

anch die dem sin f zugehörige BogenlSnge are ain 9 

in einem mit dem Halbmeseer 1 beschriebenen Kreiae 

ist« Durch geometrische Anschaulichkeit Hegt es biet 

Tor Augen» dars für denselben Winkel f In einem mit 

f a 
dem Ralbmeaser ti'rzrzr.i beschriebenen Kreise der 

rb 

t*a 

Sin f ^ |rr iin f seyn » und nun der diesem Sin f sa* 

gehörige Bogen, ArcSinf rr ArcSinx ebenfallt 

Ta * p' ra . rb 

rz *:r are ain f r: Ttr arc sin ^ X leyn mub* 

$• 3d. Hiermit sind wir allerdings nun gewtfii 

Alt 
geworden» dafs das obige dX rr x». Jl ' U" \ 

- I 1 t*a 

rr ST- » d ArcSinx !=: x=t dare sin ^^ % seyn muti (al* 
|*a 7 b Tb "^ ^ 

1 • T'a 

so auch X ^ «rr arc sin -^7 X für jeden möglichen 

t*a 
Sinus 4::r X» in den trigonometrischen Tafeln schon 

hinreichend genau berechnet kann vorgefunden wer* 

den). Indessen wird die obige H^rleitung aus der 

dx . 

Zahlengleichung darcsinx — trr — —-^immerhin 

einfacher bleiben. 

$• 33. Die zweiten» dritten und noch höheren 
tri g onometrischen Differentialquotienten 
betreffend; muFs ich besonders den Anfängern rathen» 
fernerhin» wie wir es bisher schon sehr absichtlich 
getban haben, die Vltl ersten Quotienten in {.so, von 
den 8 umgekehrten in $.121 dadurch zu unterscheiden» 
dab in jenen Villi der veränderliche Bogen 9) als 

11* 
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ijm nibdegte GnxndgrSliie , und dann irgend eine 
yon den. geradlinigen trigonometrischen Hülffgröfsen» 
fU eine Function des Bogens betrachtet! wird; in die- 
a«n 8 dagegen irgend eine Ton den acht gradlinigen 
IlnlfagröCien alt die urbelegte Grandgröbe, und dage- 
gen 9 aU Function derselben betrachtet wird; und da- 
dnjrch der sehr wesentliche Unterschied zwischen bei- 
derlei Quotienten entstehe, dafs in jenen VIII der 
Nenner des Qnotiienten dy das * Differential eines 
Kreisbogens, in den umgekehrten 8 «her das Dif* 
ferential irgend einer von den acht geradlinigen Hülfs- 
Itnien ausmacht, 

$r34# Da nun durch die DifFerenziirungsregeln 
der trigonometrischen Functionen dafür gesorgt ist, 
daCs man je^den von diesen ,16 ersten Differentialquo- 
tienten als eine algebraische Function von derjenigen 
||;eradlinigen Hülfsgröfse auszudrücken weifs , deren 
Differential in dem Quotienten mit vorkommt: so 
müssen für die q umgekehrten , deren Nenner 
das Differential der geraden HülFsHnie ausmacht, die 
sweiten, dritten und noch höhern Differentialquo- 
tienten durch blofses algebraisches differenziiren aller* 
dings können gefunden werden. Z.B. 

Da -rS— zz -r; — ^T-teTv ~ (i— «in9«)-i ist, so 

müCi 

ddcp 1, •,,%•* ssinCp^dö 

dd sin 9 a ^ ^ ^ dg) 

~ (1— sinj)^)""^. sin 9 



d* sin 9 

^1 (i-sin 9^)-^4 -gsiny dy.siny -f" (i-^iny')""» ♦ dsiny 

" d sin 9 

ZZ 3(1 — sin9*)-f. sin 9* + (1 — sin9')-i seyn. 

Wenn man hierin der Bequemlichkeit wegen 
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•in 9 = X genannt hat, aach:r^~=:??=^ill!!!lf 

geschrieben hat, nm dentlich anzuzeigen, dafs hier 
der Bogen ^ alt eine Function dea %\nifzzx betrach* 
tet wird: ao hat man nun die, bei den n^aeni Ana* 

Ijsten gewShnlichen Aufdrucke , 

d arc 8in X _ , ... . , ,• . 
~ (» — X )^» folguch 

ddarctinx t , -.■ — ax dx . .^_, 

dxdx = - « ^*-*'>'' —ST- = ^»-'^•)'^- « 

d» arc tili x _ 3 (1— x»)^lr. — axdx.x -f ( t— x»)-* dx: 
dx^ A dx 

• =a— x«)-f,x» +(i— x«r* . 

Wir mögen nun die dem Bogen 9 tranacendenttt 
Function tin}) der Kürze wegen durch x geachriebe'n 
•haben, oder nicht, ao liegt vor Augen, dafa man 
auch, zum fernerhin fortgesetzten Differenziiren ltdig* 
lieh der beiden algebraischen Diftcrenziirnngsregelu 
VI. ^.65^ N0.II. und V. bedarf. 

Ein zweitea Beispiel sey-r- — ^- — ZZ \ * 

'^ "^ dtang9 i.i-j-tangy 

Wenn wir hierin sogleich tang^zzx schreiben» 
ao haben wir 
d arc Ung x 1. 1 r 1 t u 

d^darctangx ex 

dx dx . "~ (1, 1 4" **)"* 
A? arc tang x _^ 8> x^ 

dx^ — = — (1.14- XX)* "* (!• i+xx)^ 

und so weiter fort, durch lauter algebraisehea diffe- 
renziiren. 

1 

§• 35. Für die VIII DiiFerentialquotienten in $.20, 
in welcher der Nenner ein Differential des Bogens 9 
ist, mufs inan die höheren Quotienten vermittelst der 
trigonometrischen Differenziixungsregeln ünden, wenn 
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man ibrfn gftntaen Ansdrack verlangt« Denn da ihre 
Grobe in den dortigen ersten Quotienten ebenfalls aU 
ein^ algebrfiitch« Function einer geraden Hülfslinie an- 
gfgefieii iit| einer aolchen i^ber der Bogen 9 tranacea- 
(Unt fq^cdonirt ist; ao wäre ea nicht möglich, jene 
Gröfae durch eine algebraische Function der UülCßHnie 
andera als nflberungsweise durch eine unendliche Reihe 
anzugeben. Ueberdies aber sollen ja dergleichen Rei- 
hen, um der mühseligen Arbeiten der endlichen Ana-> 
lysia überhoben «u seyn , von uns erst vermittelst der 
höheren Pifferentialqaotienten in der Folge gefunden 
werden, 

^ Durch die vorhin gelehrten trigonometrischen 
pifferenvirungaregeln wird z. B* 

für •— j — i— cos y sogleich ge» 

- , d d sin 0) d« cos cp sin Q) df) • ^ 

.fanden — . ^ ^ ~ *-^^ — 2:— .p-.,-.,^:: — jT — — amoi 
dy* dy ^ dy J 

• d^ sin CD dsinCp C08a>dcp ^ 

also f " ' T — _ -^ -^Ti: f-— 4 ~ •** COS Q) 

dy^ dy dj) .^^ 

d'^ sin 0) dcosy sin 9 dy . 

dy* dy dy T 

d' sin 9 d sin q> CQSCpdCp. ^ 

I ; f. -^ -,-- — ^ — ^ — Z — cos 0) 

dy dy d(jp * 

Von hier an sind die Werthe sogar wiederkeb«- 

, ' ,, , d^ sin Cp . dd sin Qp . 

rend, nSmlich » ^ ''^ "^ •^'* ? ~ "df ^ ' ' «"<^*w*. 

ay ay 

Da man eben ^o einfache und wiederkehrende 
Werthe für die höheren Quotienten des «----j — «• z::— siny 

findet; so wird man sich gerade dieser beiden höhe- 
ren Quotientenreihen vorzüglich bedienen; und dann 
Heber durch Rdhen-Umkehrung %xx gewinnen suchen, 
waa man durch die algebraiaehen Ausdrücke nur 
mühsam wüsde finden können! 
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Zehntes Capitel. 

hehren der allgemeinen Logarithmik , mit Hülfe 
. der Differentialrechnung strerige erwiesen. 

•ß, i. Wenn iq* — y ist, so ist x — logy im ge-, 
meinen, Briggiscben Systeme, in welchem lo die ]Ba- 

aia ist. Da man loi^ aucl^ als C—) betrachten kann,' 

und diese« ein aus dem GrundiferbäUnisse, — , x-mal 

zusammengesetztes VerbSltnifs ist ; so kann- man auch' 
sagen, dafa man im Briggiscben Systeme all^äl 

(ION* y 
—r^ ~ ^ hat, also der Zahl y ^ogarithme x an«? 

Sieigt, wie vielmal das Verhältnifs i:xo zusammenge- 
setzt werden mufs, um das VerbäUnirs i:y zuerbäl- 
ten. In dieser Hinsjcbt wird i ; xo d^s Grundvetblrlt*^ 
nifs des Briggiscben Systemes genannt; wobei Adi^ 
von «clbstf yerstebt, dafs ein gebrochenes x ,> zum^Bei- 

"'S! ß ' L' .' 

•piel X n: - oder x ~ -■ nach Theilen des Griind- 
Verhältnisses Q^y - r?^ oder ^^Jt -f^ ^äut^ 
2&ählend seyn mufs« 

0. 2. Auch jedes anderes festgestelltes Logsfrltlr- 
mensystem , dergleichen sich Anfänger bis dabin ; wo 
wir auch die Ba&is veränderlich annehmen möchten,- 
immerbin nur vorzustellen brauchen, mufs irgend ^n 
bestimmtes, festgesetztes Grundverbältnifs haben; und 
wenn wir dieses ganz allgemein dnrch x : b ausdrü* 
cKen; so mufs in jedem Systeme allemal x der Loga^- 

rithme des y seyn, wenn C-) — ~» ode' ^^^!^f 
geschrieben ,, wenn b^ ~ y ist. 
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Allemal werde ich x n Log 7 mit' einem gros- 
sen L schreiben, wenn von to genannten allgemei- 
nen Logarithmen die Rede ist» deren (Basis nnr allge- 
mein dorch b angedeutet wird» auf irgend eine be- 
stimmte Zahl nocli nicht eingeschränkt sejn ^oU. 

Dagegen schreiben wir mit einem kleinen 1 alle- 
mal xr=Iog7» wo das Briggische System vorausgesetzt 
oder verlangt wird, dessen Basis* bmo ist; und mit 
teutsohen Buchstaben schreiben wir xzrlpgy« wo das 
in Frankreich jetzt so genannte Neperische, sonst 
ao genannte natürliche oder (gleichseitig) hj- 
perbolische System gefordert wird, dessen Ba* 
aia, mit Vega durch h angedeutet, ein h m: 
^t7i8^8s84*«* ^^7^ mufs, wie sich bald ergebeo 
wird. " 

Den Anßngern wird diese sorgfältige Unterschei-^ 
dnng.sehr zu empfehlen >seyn; wozu denn in der 
Kürze auch die drei verschiedenen Buchstaben L, 1 
und ( aöhon hinreichen können* 

Ist der Folge» wenn man eingesehen bat» warum 
man in dem höhern Calcul vorzugsweise der natürli« 
eben Logarithmen sich bedient» wird man sich auch 
1/sicht daran gewöhnen,, gerade diese durch das ge- 
wöhnliche 1 angedeutet zu wissen. In Teutschland 
aber» wo man das I auch in den Druckereien zur 
Hand hat» dürfte es gut sejn» dieses beizubehalten. 

Lediglich zwischen künstlichen und natürli- 
chen Logarithmen zu unterscheiden» kann wohl nur 
dem praktischen Gebrauche der beiden tabe Hirten 
Systeme genügend scheinen* Unserm allgemeinen 
Lehrvortrage ist die aufgeführte dreifache Abtheilung 
angemessen biszur £xponentia]rechnung hin, wo wir 
den Logarithmen noch die LOGarithmen hinzufügen 
werden« (XII. §.17.) 
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Die hgarithmische Linie {Fig.it). 

$• 3, Der Abecisten Anfang sey in O, und ÖA 
rrOEzr 1 die angenommene LineäreinheitJ dann mub, 
wenn b diev Grundzahl (Baais) des Systemes bedeutet, 
die der Abscisse x=i zugehörige Ordinate zzTri.b' aeyn* 
die f X — 2 • I mvb* $ 

die I t X — 3 I I — i.b^ # , 

U.8.W.» überhaupt für |cd<j Absciaae OPrrx ihre Or- 
dinate PQ — yni.b* aeyn, wehn jede Abscitse 
xürLogy s^yn» jede Abscisee den Logarithmen ihrer 
Ordinate darstellen aolU 

^. 4. Die Basia b mag genommen werden» wie 
•ie will: ao iat doch allemal b°m, also in jedem 
Systeme orrLogi^ und d«her die der Abscisse xrro 
zugehörig? Ordinate Am, als Ordins^te betrachtet nb^, 
und jede einer negativen Abscisse Oip «ugegebörige 
Ordinate ^£1 ist kleiner ^Is 1, vöt^ausgeaetzt^ 
dafs die Basis b^i genommen wird; wie es 
in den beiden bestimmten und berechneten Sy«. 
atemen» womit wir es als aolchen freilich nur 
KU thun haben werden » in dem Briggischen und 
deim Neperischen, allerdings geschehen ist. Dafa 
kein System eine verneinte Basis -^ b haben kann und 
mufs» werde ich in §.14 und 15. erörtern« 

$•5* In jedem Systeme hat man für die Abscisse 
OP~x die Ordipate ymb^, also der Abscisse x* n: 
3t + Ax die Ordinate y»— b*+^» zugehörig; folglich 
^ — b«+Ax _bx — b« (b**— = y(b4*— i), 

fl» 6. Also =^ — y ', dafs also der erste 

Ax Ax 

DiflFerenzenquotient dem jzzh^ proportioixal ist : denn 

b^* *— 1 
der übrige Factor ^ ist einis offenbar con- 

Ax . . ■ ^ ^ 

atante Gröfse, die nämlich, bei ein.erlei Basis b 
und unveränderlicher Abscissenbeleguiig Ax» 



r 

(h $«19-]! ^^^ ^ Ile noch <o vetiehiedene x ei- 
li.erlei bleibt, 

. Nimmt man a. B« A ^ := i • «Q ist dieser Factor 
■ ~b— i; im Briggiscben Systeme 

also ~ 10 — 1 rr9i im natürlichen Systeme dagegen 
r:«t7»8^8*'- — 1= 1.7*8^8 ••.• (ö^s). 

Im Briggischen Systeme bat man also diesen Dif« 
ferentialquotienten 

A7 Ay r«! — 

~ = =i = 1, 9 für 7 r:: t 

ZZ Q.Q i y = 3 ' 

~ 3»9 * y=3t n-s,w; 

(^ würde demnach die dafür gehörige logarithmische 
Linie bei einerlei Einheit^OErzOA noch nngleich 
stärker aU die in Fig^ii. gezeichnete ansteigen müs> 

m 

sen, welche dem natürlichen Systeme zugehört, wenn 
in O der Abscissen- Anfang genommen wird; jedem 
andern Systeme durch anders angenommene Einheit 
zugehörig werden könnte), 

$. »7t Wenn wir aber die Belegung Ax~dx an- 
genommen, und dann zu ~q haben werden lassen; 

0O haben Wir — zz j >■ , , ■ ■ als' den noch werden-* 

*dx '' *dx 

dy b^ — 1 

den t und -^zz y ■ - ■ ■ ; ' ■ ■. ' als den genauen Werth die- 
ses Differentialquotienteut unter der eeit III. $29« uns 
schon bekannten Bedingung, d^fs auch jedes von den 
mehren in einer Gleichung vorkommenden dx dem 
andern gleich^ieitig ZZ o werdend» und auch in jedem 
Zeitpuncte dieses o -Werdens die sämmtlichen dx ein- 
ander gleich grols gedacht werden. Durch diese im- 
merfort einander gleiche Gröfse der dx, ist es nuii 
einleuchtend 9 dafs auch der Difterential • Ausdruck 

^ — ^ in jedem Zeitpuncte des kleiner werdenden 
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dx, also.aach in dem letzten Zeitpuncte seioet wirk* 
liehen o- Werdens 9 eine constante» das heifst, eine 
Ton der Verindcrlichkeit des x und 7 unabhän- 
gige GröC^e seyn mofs* Und so gewifs» wie wir fer« 
ner schon ans Vorerinner. V« $. 15. es bissen, dafi 
fnr jedes verschwindende dx» also anch für i|nser 
hiesiges dy, als Differential der Abscisse x, 

tige Reihe C) 

desgleichen = ^ + J(^y +3(r?J + '+ 

(nach dortiger noch bequemeren Reihe %) ergeben, und 
summatorisch convergeiitf einer endlichen Gröfse sich 
nAhemd seyn mufs; so wird es doch für uns, die wir 
uns j nn^ x» also anch ^dj und *dx bei der logarithmi-* 

scheiß Linie als Linien gedacht, folglich -p als eine luu 

benannte Zahl su denken hatten» etwas unschickli- 
ches, dimensionenwidriges an sich haben müssen, in 

dy b^* -^ i 

der obigen Gleichung -p n: y ■ ■ ■ ' u« unter dem 

' . ■ . ■■».! dem Factor der Linie y, etwas anders« ala 
einen lineSren Divisor zu denken, 

' $• & Dahet ist es rathsamer, aus, der obigen 

Gleichung auf j -r- ZZ .^^ ■ äu scbliefaen , und 

-diese 6>örse, welche nach der geometrischen Darstel» 

dx 
lung (§.30 eine durch die Zahl ^ multipUcirte Linie 

seyn mufs, durch eine anschauliche AnnSfaerung fin« 
den zu lehren* wozu unter andern Wegen auch ein 
wiederholtes Quadratwuraielziehen schön hinreichend ist« 

Denn wenn wir uns. die LtniQ b« als -^ durch die 
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angenommene LineareinÜelt ^gemessen, durch eine 
Zahl b angegeben gedacht, zuvörderft ^ 

fanden denken : so müssen wir hiedarch dem wahren 

dx o __ o ^o , 

Werthe de« g^^^ _ ^^- _ ^— ^ = -. immer- 

fort nXher und olber gekommen «eyn. 

Durch ein wiederholtes Kubikwurzelziehen mäfi- 

f » 

ten wir zuvörderst « ~ i i ^ , dann 



i J 



n.f^w.» dem wahren Werthe. 



des I i ~ — immerfort niher nnd näher kom- 

mendt erhalten« 

$• 9* Hiemit sind wir nicht nnr gewifs gewor- 
den , dafs r^ 7 = ~I rr — ; «lesto rieh- 

. b^— 1 r(b'— 1) r(rb-i) 

tiger sich ergeben mufs» je gröfser r genommen ist 
(welches iibrigehs nnr nach dem einen hier benutzten 
Beispiele des wiederholten Quadratwurzelziehenp 
eine ganze und gerade Zahl, und nach dem andern 
beigebrachten Beispiele eine ganze und dreifache Zahl 
seyn müfste); sondern wir können nun auch, diese 
für jedes b uns bestimmbare, und für jedes constante 

b auch constante Linie r^ ma genannt, aus dem 

1 , i 

Näherungswerthe a ~ ^ schliefsen, dafs rb' — 

rb'— .r 

r a -1- 1 ^1 \* 
-—-!-—, und daher auch b ^l i -1 ) desto 

genauer richtig seynmufSt je gröfser r ge-' 
nommen wird. 
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Durch dieie letzte Formel wurden wir also, wenn 

' dx ^ 

nns j — r=« gegeben wSrei ans dieser Sabkangente^) 

a die Basis b des Systemes finden » und dagegen, ver« 

• • •, , i • 

möge der ersten Formel a rr ^ t an« der Basis 

des Systemes auf die Gröfse seiner Subtangente scblies- 
sen können. 

lede von diesen beiden Formeln ist nun auch 
durchaus geeignet, uns die völligste Ueberzeugung zu 
gewähren t dafs für jedes Logarithm'ensysteiu » dessen 
Aasis b eine unveränderliche» beständige Gröfsef seyn 
ifoll, auch dessen Subtangente a (inFig.ii. diePS) 
eine beständige Gröfsesejh mufs; das heifst fiir 
ein noch so kleines x und y schon eben so grofs, als 
für ein noch so grofses x und y sich ergeben mufs. 

§. 10. Falls wir auch späterhin etwa eine von 
diesen beiden GröTsen b und a veränderlich anneh- 
men» so sehen wir sogleich aus diesen beiden For- 
meln» wie dann auch die andere , veränderlich ist» 
und wie sie beide einander unmittelbar functionirt 
find. Beide Formeln aber werden kürzer und schär-^ 

fir durch die Gleichung a. oCV.b«' — ly — i darge- 
stellt, welche als IQäherungsgleichung ausspricht, dafs 
sie desto richtiger werde, je gröfser man sich den 
Factor oCt und je kleiner man also den Exponenten 

'- — sich angenommen denkt. 

OC ^ • . ^ 



*3 Hinter der Vorrede Iiab# ich schon den Rath gegeben, 
das XIVte Capitel, in welchem die SubtangentQ. als 

= 7-^ gefunden wird, scho^a nach dem Ylten Capitel 
SU benutzen. 



^ , 
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$.11. Von Krigge wurde die Baals bmo, als 
die bequemste fü« unser dekadisches Zahlen- 
system gewä^hlti wotiit sich dann die Subtangente 

i^— "'x ' ' "" — 0, 434094*.* immerfort genauer 
r(io--^l)^ . 

und genauer ergibt 1 Je gröfser. man t annimmt. 

Für das natürliche System Mrird, £n gräfserer 
Bequemlichkeit in den allgemeinen calculatorischen 
Ausdrücken gefordert t-dafs seine S ttb taugen te rzi 
sejn soll» Voraus., denn folgt« dafs dessen ßasb 

h n r t -j } (^.9») desto genauer gefunden wird^ 

je gröfser man r genommen hat« 

1 

Nehmen wir Beispielsweise t :r: • ^ und erlau- 

** y 10000 

ben uns» statt des mühsamen wiederholten Wurzel* 
Ziehens ($* 8*) ^^^ Briggischen Logarithmentafeln zu 
benutzen; so haben wir 

Jogi 1 +— — 1 'ri 10000, logitoooi 

^\ ' 10000/ ^ 

. rr 10000* 0,0000434 !:^. 0,434..* 

Die ztt diesem Logarithmen gehörige Zahl findet sicl| 
~ ^97164» welche nun freilich nur bis 12,71 schon 

richtig ist* Denn wenn wir - ':zL ^ — "-* genommen 
° r 100000 • V 

hätten : so würden wir genauer d» 9 1 8 3 gef undep ba- 

b^n u. S4 w. 

$^2* Aber da wir schon wissen » dafs die Glei- 
chung b rü Ti -j* — J zwischen Basis b und Subtan- 
gente Ai desto richtiger ist» je gröfser r genommen 
wird t so mufs mit einer unendlich kleinen Unrich- 
tigkeit b "^ Ti 4- ^"~ J ^^t^ i dftl^w wir nach dem 
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binomischen Lehrsätze 



OCa / 1*2 OCOCaa 

also 0^—1 H — * -+• — "^ — ♦ " ^ ' * - j 

* a * 2 OC a a 

. ec— 1.«— ^ : t -,' 

immer noch tnit .einer unendlicbkleinen Unrichtig- 
heit ; dagegen » wenn Mrir nun OC — 00 genommen 
fordern, dann mit vollendeter Hichtigkeit (Vorer.VIlL) 

bin -4 j- '>— r'4- " -4 4" ^^T-z"!" + • • * erhalten; 

für das natürliche Systeme also, dessen Sabtangent 
a rüi aeyn soll , die Basis 



"^0.3*4. 5- 6 



« • h 



Bis auf 12 Glieder dieser Reihe fortgesetzt^ i^ird 
uns =r 2, 7 1 g 2 8 i 8 ^^ diesen Stellen schon richtig 
geben« » 

§• 13* Durch h weirden wir fernerhin diese Ba- 
sis der natiirlichen Logarithmen andeuten, da eben 
diese auch die hyperbolischen heifsen. Mag immerhin 
dieser Namä aus zu eingeschränkten Vorstellungen > 
beim (ersten aufgefundenen) Quadriren der (gleichsei- 
tigen) Hyperbel entstanden seyn: so müssen wir ihn 
doch ebenfalls kennen , und mit ihm wird die Bedeu- 
tung des h dem Gedächtnisse eingeprägt. Mit andern 
Afathematikejrn e statt h zu gebrauchen , hat das Be- 
denken gegen sich» dafs man gerade des Buchstabens 
e für manche andere Denominationen nngjsrn entbeh- 
ren wird« Auch sind die Praktiker in Teutschland 
durch Vega^s Tafeln achon an h gewöhnt« 
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Da die Subtangisnta des byperbolitcben Syste- 
1068 m ist: 80 bratiebt man nicht erst auf eine noch 
.kärzere Andeutung derselben zu denken; so wie für 
das Briggiscbe System dagegen die Ba^sis lOt durch 
diese Zahl selbst schon leicht zu schreiben ist. In 
Hinsicht seiner Subtangente bat man eingeführt« durch 
M die Zahl o, 334^94. •• anzudeuten« welche angibt, 
dafs die Subtangente des Briggischen Sjstemes = M mal 1^ 
also Mmal die Subtangente des hyperbolischen Syste« 
nies ist, und in Hinsicht dieses einfachsten Systemes 
der Modul» die MaaCizahl des firiggischen Systemes 
heifst. 

, $• 14. Für die g;emeine Arithmetik, in welcher 
durch '■\- und — nur Addiren und Subtrabiren* ange- 
deutet wird, bejahte und verneinte Zahlen als solche 
nicht vorkommen, würde es nicht nur unfiöthig, son- * 
dem fast unschicklich seyn zu erinnern , dafs die Ba* 
sis niemals verneint darf angenommen werden; es 
kann ja dort von nichts , als ihrer so genannten abso- 
luten Gröfse die Rede seyn; Für die algebraische 
, Arithmetik aber, mit welcher wir in unserm allge- 
meinen Calcul es zu thun haben müssen, ist es rath« 
sam, es ausdrücklich darzuthun, dafs in keinem lo- 
garithmischen Systeme die Basis verneint ange* 
nommen werden darf* 

$«15. Denn wenn b die Basis sey» soll, so soll 

b . . . . 

ja— diejenige Verbältnifs- Einheit seyn, welche für 

' • • V 

alle übrigen VerhäUnisse - vermittelst der Gleichung 

— Zif — J als Maafseinbeit gebraucht werden soll; 

und nun habe ich schon in Algebraischer Auf- 
IlSsung, Theil 1. Freyberg i8o8* S. 78. fi. 110. 
erörtert, dafa für das i der Algebra die Einheit uoth- 
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'Vr«hidig bejaditfitfufs lingenoniiiMi werden«, 
ich dort oerikr nicht Veranlatmng' hatte « ä«\ch der lo« 
garitbnuschf n Einheit sa erwähnen , $o iat doch ^nch 
dieae aehr offenbar meinen dortfgen Gründen mit un- 
terworfen« , 

Da ntin her einem bejahten ^» Falle ea, wie 

■1 ' ; . ■ * ■ . ' 

in den beicien tabellarisch vorhandenen 87* 

atemen ($.4.)« grOfaer ala 1 angenommen iafg in 

jedem 'b^~ 7 al)e bejahte oder verneinte Logartthipen 

X für bejahte 7 gröCser oder kleiner ala i^ gehö« 

ven} falle aber aolcbea — kleiner ala 1 Mgemmsmea 

wärde» dann in jedem b*=r7 alle bejahte od^r ver« 
neinte Logarithmen x« für bejaht^ Zahlen kleiner oder 
grdfaer als 1 gehören myfstent 90 ist es einleuchtend« 
dafs es in jedem für die Algebra zulässigen S7stema 
weder' eipen bejahten noch einen verneinten UQg%r 
riibmen geben kann» der emem verneinten 7 ;piig.eh5* 
ren könnte« 

1>2l1ch Ädn ferner anderweitig (z.B.in der Alge« 
braischen Auflösung, 1806.) auch erwiesen habe, 
dafs neben den algebraisch bejahten und verneinten 
Groben auch jede absolut gegebne- Gri^fse fiothwendig 
als bejaht behandelt werden mufs: so müssen nun 
alle Logarithmen verneinter Zahlen lauter linmög« 
liehe Groben ausmachen; unmögliche Oröfsen» eben 
ao , wie das algebraische j'««^! deshalb unmöglich 
istt weil es weder eine bejahte, noct^ eine verneinte 
i se7n kann, ohne mit der in der Algebra ahgenom- 
menen^ «nd beizubehaltenden Definition ihrer Qua« 
dratwurzeln in Widerspruch zu gerathen; und die 
transcendente -Gröfse sin^. sobald sie gröber als der 
Halbmesser gefordert würde , ein tinmöglicher Sinna 
heilsen müfste, weil es d^m Begriffe des Sinua wi« 

12 
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d^s^rtcht,. f&r irgencl einen Wlnliel'i}) dneaSimift 
gfi^ber ala. dea Halbinetser haben zu könnem« '' 

' 0« i6.' Pessen ungeachtet ist es in^er algehrai«' 
sehen Grleichungslehref zu ihrer systematischen Ueber- 
schaaung schlechterdings nothwendig, die Formen ih- 
rer vunmöglicben; Wurzehi mit zuattl08;Befi;'-9uif Ver- 
bindung mit diesen Gleichungslebren viri^d e^ in det 
Lpgarithmik noth wendig zuzugestehen» 4^is jeder be- 
j^ahten ^ahl, aufser ihrem ei n e n möglichen Lbgarith* 
meh iti jedem Systeme auch unendlich ' viele unmög- 
liche' zügehSren ; und in der Differential - und Inte- 
gtaltiKiwwg- sind namentlich die trigonometrischen 
und logarithmischen Unmöglichheiten du^rch ihre ge^ 
genseitigen Beziehungen äufserst nützlich * geworden» 
indeni auch dort, durch Verbindung mehrer unmög- 
lichen Grölsen» wiederum mögliche, unmittelbar 
brauchbare Ilesultate 'sich ergeben , üiid zwar » wie 
wir in äem nächstfolgenden Capitel ^orgßltig zu er- 
örtern suchen werden, dergestalt sich ergeben, dart 
zugleich gewisse Gränzen ihrer Möglichkeit dabei er- 
hellen • welche ohne jene Verdindung unl^eaierkt blei- 
ben könnten« .. - , 



Loffärithmefi eines Prodüctes, 

§. 17. Die Basis b sey nun» welche bejahte Oröfse 
sie wolle: so mufs, wenn yrrb^ und zzzh^ und 
V — bw ist, auch y;z.v::rb*+»i+w »eyn; mufs alsot 
indem x, u, und w die Logarithmen des y, a und v 
in einerlei b Systeme sind, auch x-f-u-f-w ^^^ Loga- 
rithme des Productes y. a. y in demselben Systeme 
seyn. , 

Für jeden der Factoren y, oder z, und s.w.» wel- 
cher kleiner als 1 wäre, würde in den beiden tabel- 
larisch gangbaren Systemen-, dem Briggischen und 
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dein natärlicben^ der Logaritbaie jc oder n» u* •• -vr* 

eine Terneinte Zahl seyn; alletiial. aber^ wird die 

«Igebraiai^he Summe aaa den Logarithmen aller 

?rTactoren den Logarithmen dea Produciea ausmachen» 

Ldgarithnten i^nes puotientm. 

§. i8* Im allgemeinen Caicul iat ea oftmata rath* 

satn » 2* B. den Quotienten - ala ein Produck s. - zu 

betrachten» Der. Erfolg für dieLogaritfimik iat einerlei» 

ob ich schlierde» daCa -^ r:::^^— b***^ Ist^ 

V b^ 

oder ob ich achlietae) daCs a. *- :i^ b^. b*"^ r:^ b^*-w 

aeyn mirb»' In jedem Palle ergibt aich ($. i.) dafii 

ti^-'W rr Log-in eben dem Syateme ae^n mufa» 

in welchem u:^Logs und wrrLogr iat; auch wenn 
T^^leiner als t # alao in den beiden gangbaren Syate- 
men^ vr eine verneinte, folglich *^w eine be|a)tt# 
Zahl wäre; und allemal ist u-— w die algebraische 
Differenz, Logs— * (Log v), also di^ Hlgefolraische Sum* 
m-e eua Logs und der Gegengröfae des Logv» 

• 

Logarithmen der o. 

• / 

^i ig« Da .überhaupt 
■-!r y**», also aüCh Log ^z^r»— Lögt» tind ^Mhet auch 

7 ^ y 

wenn y eine immerfort gröfser und gröfser werdende 
Zahl OC bedeutet» immerfort Log tn^zz *^ Log OC 
eeyn mufs4 so mufs nach dem öesetze der Stetigkeit 

jauch Log ^ zz "^ Log 00 1 das iit Log o :^ «- Log 00 

acyn, 

12* 
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D^ nun Sil den teiden ubeUaritch.' gangbaren- S^ ' 
•kbmenv' in dem Sfflggiicfaen und dem .natürlichen, 

"dv«^ Bäais (10 und' h r=:*a, 7 1 8 • • V'-^ ^' ^ *^ ^» '^^8^ 
Jiibb)der Logarithmen eines jeden j'y^^i- ein-^bejahtcr^ 
Logarithroen« sehr gewifs also auch der log OO nnd 
leg 00 ein'be jab ter Logatithmeaf' a^jijk fnufs; und 
da überdies auch sich' ergiebt^ dafs jeder dieser beiden 
fr6^firitttmen selbst cnfne 'utiehdliöh girofM Zahl in ihr 
^er 'Att seyn müfsi so, hat es mit .de^^g^ wohnlichen 
Behauptung, dafs Logorü — OO s^y» allerdings seine 
Afichtigliei t » 'vreMh^ itia^ tmt iui ^iese lieidetf gahgba^ 
ren Systeme Rückaicht nehmen \rollte. 

Aber in unauflösliche Schwierigiceiten und cal- 
IKilliktorische Widersprüche- müfste geirtfthcnt Wer di# 
jSehauptung» dafs Log Q~-^ OO.eeyi als: allgemein 
geltend verstehen wollte; da doch in. jedem Systeoäe, 
dessen Basis b hfeiherals 1 wate, tfrgö'^rr'-foO ««y«i 
jpöfsie.S womit ajch.'dann-afttch sehr gutr-vc^rtrigt » daft 
;ftni.b^mi' Anch Lpg'özro; seyn, das heifst» «lle io^ar 
#irtimi$che Maafsbestimmung dann, wegfallen würdei 

\,, ■'■' Logariihmcn. einer Potenz^. .... 

.$,.20. EbenTalls *gliti9. allgeinei« -mufip Lt^g y^Tl 
n. Log 7 seyn , der Exponent n und die Stammgröfse 
y mögen seyn, ijvaS) sie^ :vf ollen , un^ 4^r Logarithme. 
des 7 mag einem Systeme zugehören, welchem er 
will. Denn sey b die Basis; so lst'i''rr'tog7, wenn 

}^^r^yy. f ö^8li<^ ,^*^ ~ T" f f olglixth »x'— ' Log.jr^ 
ist. (§.1.) '>■ • ' 

Im'Briggis^heh'Sjrsteme hat man brrio, also 
yjrlogyr wenn io*ir^^. folglich ip?^ n: 7^ ht, dnd 
4emnac];9i nx~log7»* 

Das andere berechnete, das natürliche S7Stem, hat 
brrhrzÄ,?! 8^8- ••• «Iso jfrrlogy, wennhJf — 7 iili 
folglich h'^^rzy», und demnach njfzilofl.y". 



Cap^Xk JLihren der oltgenMntn LQgarithmüi> t8t 
■jr A' n m * ^ k-wn' g, .;! 



§, üu Alle die^e uncl ähnliche Lehren d,er allg«r 
nofeinen Logadtbinik werden auch von Anfängern ohne 
Schwierigkeit begrilFen werden^ .wenn sie schan, bei 
ihrer ersten £r]ernung des Briggischen Systejnes.. auch 
die dortigen Logarithmen als Potenzexponenten der 
dortigen Stammgröfse und Basis bzzio zu'betr^chtea 
angeleitet sind; wie es schon in der ersten Auflage mei- 
nes Unterrichts in der algebr. Auflösung 1732, Thl. fl. 
gescfaehen ist; -Dergleichen erste Einleitung in die ' 
Logaritho^enlehre würde freilich von denen nsi^bge« , 
holt werden müssen, welche ihren Gebrauch blps f^uf 
die miihselige und lückenvolle Vergleichung arithme- 
tischer und geometrischer Keihen begründet haben* 
Diese Vergleichung befriedigend auszufüllen erfordert, , 
auf die Theorie der Interpolirung eine Zeit verwandt 
2U haben 9 w^elche die Fractiker für andere Theoiien 
ersparen können, die ihnen nTithiger sipd. 

Die nunmehr folgenden Lehren würden einem 
, Anfänger kaum begreiflich werden, wenn er nicht 
die Logarithmen als Fotenzexponenten j&a betrachten 
geübt wäre. 

Zwei Lehrsätze sammt Beweis^ 

§. 22. Wenn in irgend einem künstlichen Syste- 
me (das heifst, in einem Systeme, dessen Basis b von 
hiz:ö,7i8..- dieser Basis des natürlichen Syrtemes, 
verschieden ist,) x — Logy, und für dasselbe y im na, 
türlicheii Systen^ie f~{ogy ist: so mufs r 

.h^zzy nndhKzzzjf fqlglich b* — h»? seyn; , f • . 
mufs daher (§♦ 19.) wenn wir uns . . i 

erstens der 4) • Logarithmen bedienen» 

X. Logbrr;: Logh seyn, und dagegen 
Bweitens tIo$bz=j? (OAb ^eyn, wenn wir die h-Lö- 
ganthmen gebrauchen. r '■■*.• j 
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' . - 

Da nun in j^em Systeme der Logarithme seiner 
Basis ZZ'X ist ($.4), hier alio I<o{b— i.vnd logbizt 
i«t: ^0 liabeii wir 

I) X z^L . ^ i ^ p und II) f — *-2^*.Xf ala die beiden 

bea^ieUen KiehrsSt^e, 

^ Folgerungen. 

^ $« fi3f Da ■ Pm. und -.^ swet bestibfidige, vem 

% und ]; unabhängige Qröfseu sind ; so bat man aucE, 
X ntld f veränderlich gedacht« 

, . , dx Logh dl? 

Iils6 auch y^- :!: ■ ' "^ ♦y'T^ 

■'dj 1 ' dy , 

d^s ist^ a ZZ ^"T » . j. 



nnd fl)d;=i?l^ dx. 

also auch y j^ — — 2_. y —« 
■ dy i • dy 

das ist, irr -^r-i^. 4 
also a ~ 1 — ^» 

Jnwenäung auf das ßriggische System* 

$. s4« . Das IcünstUche System sey das Briggi- 
sche, dessen Basis bzü^o ist; so wird dessen Sub«' 
tangente a 

nach %) als zr log h r: lo^ $.7*80818 =0,4342948 

mch 2) all — — -* — — i- — — Pf 434204a 

'^ loa *o 55, 2Q£i58509 \^ ^* ^"^^ '^^ 

gefunden. 
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ff. 05* Änch in $.^d^/^a9 bSysten^ aaf äas ßrig- 
^scliti b-rrio ekigeachr^hkc /Haben \yir ' 

,. lofir h. . . 

• ■ • .1 • •■*■■■ 

-' a.i; log,7 rr o, 434.09 •••♦ lojy 
... loc^ 10 » "' • , 

' ; d..i. Ii>^ y ^ a,3*<»5 i,l, log y* " A 

y mag «eyn, welche Zahl es will. ■'• 

* Hiemit' liegt vor Atfgen I), dafg man ckirch den 
Factor 0, 434«** ^c>^ hyperbolistben Logarithn^en 
des y tntiUipKeken muFs , * tltii 4en Bn^ggüc^^n! 
tiOgarithmen derselben ZabI' y »mu ierbaltenf inid 
H) dafk' man durch den Factor ih50>2 5i«. 'den Brig-< 
giscben Logaritbmen des y liiultipliciren muß, nni 
den bjperbolischen LogarithtoeA desselben y zii* er^ 
halten,- ^ » ' ■ ■ • .■..,-.•:■: 

§,1^6« Obgleich nun diese MultiplTcationen uns* d'a- 
durCb erleichtert weHen, dafs man das 2 fache, 3 fache .«. 
8 und 9 fache, dieser Factoren, in den Tafeln aüjfge'v 
führt findet: sa därfte es doch meistens weniger Mür 
he erfordern, wenn man vermittelst der gew&hnUchen 
Briggischen Logaritbmen schlierst, \ • 

^us 1} dafo log Ctc^fly) =: logo,. 434^9 + log Ctogy) . - 

= a, 6377845-- i+logCIOflj) 
also — log (log y)—o, 362 a 157 ^^t; 

^.usll) daTalogClogy) rrlog 2, 3oa5ö5o9+:l^(lP8y) 
> rclog(Iogy) + 0,3 6^3 2 000 ist, 

§* «7, Zur IrorMufigen, ungefähren Ueberschla- 
gung, wie sie während des Calculs oftmals räthsam 
^t» kann man sehr bequem benutzen 9 .dafa 

2 , 
ungefähr 1} jeder Briggische logy z=7« 10$ 7 

6 

und II) jeder hyperbolische Ugy :;;^ f 2 + O*'^^ ^^ ^*** 



/ 



184 Q^p* X. Lehren der mUgmaelmn Lagatithmif^ 

%^ sß« Indem nun der KürKc wegen« 
Mtr:o,434fl9^,. und l^~flf 71838 ••• bedeuten läb^ 
und ▼orzpglich den Satz » dafs jeder 
I«og Briggii yrrM« Lognaty, oder kürzer geschrieben, 
jeder logj — M. I097 ist, dem GedäcbmiMIt einprägt« 
so weifs man damit auch, 

dafs yzzit) gevetzt» logynM. lofl 10. d. i. irrM (59 10 ist, 
und dars 7 :;: h gesetzt, log h:zz M. (09 h« d, i. log hirM. z 
seyn mufs. 

S» ^ Indessen pflegt man^ bisweilen njcbt nur 
den Ausdruck log so« besonders aber (O0b, lieber in 
dem Calcul zu behalten, als durcb r::x ihn aufzufüh- 
ttm sondern auob» wo man blofs 1 in dem Caicul 
gewonnen hat, lieber {ogb (oder nach Be&nden auch 
wohl log 10) statt der %. zu schreiben, wo man loga« 
rithmisch gleichartige Ausdrücke dadurch vors Auge 
bringen, und mit ihnen weiter schlieben Mnn und 

will. r 

' ■ dx 

$. so« Aus den wenigen Sätzen, dafs y*p rr a, 

Ulmlich die Snb langen te a in jedem logarithmischen 
Systeme für alle seine Logarithmen x und dadurch 
Ibgarithmisirte Zahlen' y, einerlei unveränderlicha 
Gröfse, . auch diese Gröfse durch die Basis b des Sy* 
Sternes und umgekehrt b durch a bestimmt wird ($.9), 
kann nun durch dahin gehörige Lehren des wahrhaf- 
ten Infinitesimalcalculs, mit völliger Strenge und Kür- 
ze, also auch mit voller Deutlichkeit, alles dargethan 
werden', was wir von der Logarithmik irgend zu 
WMBen nöthig haben, und mit Recht verlangen können* 
Da wir z« B. aus der obigen Formel den ersten 

Differentialquotienten -^ r: -^ , und aus diesem acbon 

durch blo&e algebraische DüFerenziititng auch die fol* 

ddy d'y 
genden ^ v- • t-^» u. a.w. lia finden wiesen: so 
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haben. Wir biemit gleichfam die fein«ten Keime für 
jede Abhlngigkeit einer Idgarithmisirten Zahl von ih- 
rem Logarithmen in Hän^eOf und werden darauf veie 
mittelst der Lehren im Xlten Capitel für jeden gegeb- 
nen Logarithmen die ihm siigehöriga Zahl y hinrei« 
chend genaa su finden wiaaen. 

Eben ao auch wird sich der Logarithtne x, ala 
Function des 7 bettachtet/ durch den DifFerentialquo* 

tienten^^~— und die daraus folgenden höheren^ 

d^x d'^x 

a^'T^'** "'^^ denselben Lehren 4er Möglichkeit 

gemäfs bestimmcfn lasaep« 

Noch kürzer und netter werden wir -fpaterhin» 

Termittelst der ebenfalls völlig strengen Integralrech* ' 

dy 
inung aus dem Differentiale dxrra— «u£ x als Fun- 

ction des 7 zu schliefsen» und umgekehrt für jedea 
bejahte 7 seinen möglichen Logarithmen zu findeii 
wissen. ^ 

Mühsamer und nicht so leicht in ihrem ganzen 
Zusammenhange zu durchschauen , sind die Schlüsse» 
durch welche wir im Verfolg dieses Capitels einig# 
convergente Reihen für 7 als Function ihres Logaritb«- 
men x finden werden, indem sie einige durch ele- 
mentariscbe Anal7se schon entwickelte Reiben voraus-^ 
setzen müssen ; die ich aber für einige Leser dennoch > 
mit aufführen wollte. Ich sage für einige Leser, wie 
e^ die folgende Anmerkung » den Uebergang 
zum bequemen d ifferenziiren logarithmi- . 
scher Gröfsen betreffend, erläutern wird« 

Anmerkung. 

$. '31« Da 7-r- = a ist, wenn a die Subtangent^ 
im beliebigen b-S7ateme, und x~Log7 bedeutet: so 
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hat man auch eben so altgemein , dafs dx— a«^ 9.4m 

' j ■■•«•4. ^T- M r. , 

ut d Log 7 ~ a -^ aeyn mufs. ^ WMI man aber daräüa 

folgetn 9 dafs man , y möge seyn , welche Function es 
-wolle, ihr Differential dy durch die Function j selbst 
z>n dividiren«. und mit der Subtangent,e des Systemes, 
zu. muUiplrciren habe, um das Djfferential des Log y 
EU erhalten: so mufs doch dagegen das Bedenken ein- 
tfeten, 'däfs wir nach allen bisher vorangegangenen 
Darstellungen nur veranlafst gewesen sind, uns j als 
Zahlen, auch deren Logarithmen x ebenfalUs als Zah- 
len (und bei der logarithmischen Linie, die Verhält« 
pisse dieser Zahlen in den dortigen Ordioaten 

und Abscissen durch Linien) ausgedrückt zu denken I 

» 

. ■ Allerdings mag dieser Uebergang dadurch gerecht- 
fertigt werden, dafs doch am Ende jedes Verhalten 
«wischen Functionen durch Zahlverhältnisse müsse ab« 
gethan werden können ; für alle algebraische Functio* 
nen, weil deren Verbalten durch die algebraischen 
Operationen des Addirens, iSubtrahirens, MultiplicirenSf 
Dividirens und Fotenzirens unmittelbar bestimmbar 
ist; für alle transcendente, weil man sie sämmtlich 
durch algebraische Operationen, wenigstens Näher- 
ungsweise abzureichen wissen mufs,. um sie dein Cal« 
Gül zu unterwerfen ; und selbst auch bei unmöglichen 
Gröfsen ihre U#möglichkeit darin besteht, dafs der- 
gleichen sich widersprechende Operationen für sie 
▼erlangt werden, und sie eben diesem W^iderspruche 
gemäfs zu beurtheilen und zu behandeln sind* 

Soll aber diese Rechtfertigung uns gehörig ein« 
leuchten, sa mufs dem Inünitesimalcalcul eine sehr 
umständliche elementarische Theorie d^r Keihei\ vor- 
angeschickt seyn, welche alleid genommen so viele' 
Zeit und Anstrengung erfordert». dafs die meisten von 
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denen» welche Differential* und Integralrechnung der 
pca^Ltiachen Anweqjll^ng -w.egen erlernen wollen t da« 
durch müfsten zuriicKg^Achreckt werden, indeft dage- 
gen vjel mühselige Eleroentar-Mathematik ^ei^ade da« 
durch erspart werden kann, dafs man die ersten 
Grande des Infinitesimal • Calculs auf sie- anwendet] 
wie es so eben für einige Lehren der allgemeinen Lo« 
garithmik geschehen ist, . < * ~ ^ 

Darch den nachfalgenden Theil dieses Capiteli 
wird ^as angeführte Bedenken, so viel es in der Kür« 
se möglich ist, hinreichend gehoben seyn. Indessen 
mögen Anfänger, die zur Anwendung eilen wollen^ 
diesen übrigen Theil überschlagen. Wenn eins' von 
beiden erspart werden soll, so scheint es mir rathsa- 
met, die allgemein ausgedrückten nun folgendeil 
Lehren fürs erste ufibeaohtet zu lassen, ah der an« 
achaulichen Darstellungen durch die logadthmische 
Linie zu entbehren, deren in manchen neueren Lebf« 
büchern kaum noch erwähnt wird, . 



Erklärung. 

' $• 3P* Wenn bXrrY ist, so wird X des bSystemei 
lögarithmisirende Function, oder kürzer, der Loga« 
rithmen füi^ Y, und Y die logarithmisirte Function 
genannt. 

Jede von diesen beiden. Functionen kann als die 
gegebne, die andere dann als die gesuchte betrachtet 
werden, wodurch es sogleich einleuchtet, dafs, wenn 
die eine eine Function von mehren veränderlictien 
Gröfsen ist, die andere ebenfalls irgend eine Function 
von denselben veränderlichen Gröfsen seyn mufs; und 
durch die folgenden beiden Lehrsätze werden auch 
dergleichen gegenseitige Functiqnirnngen bestimmt. 



E ritt er Lti'hrs'atzJ '^ .* 

.$• 33« Es mag Xm.x» iRer irgend eine 
äadiere Fanction von x» oder auch 'irgend 
eine Function von tioch mehren ati'd^rn 
veränderlichen Gröfsen tejn, allemal bat 
taan 

de88«n « vom X ganz unabhängig , für' alle 

X und Y einerlei bleibt« nur mit b verln- 

derlich aeyn würde/ bei einem unverähder« 

Heb gegebenen b also selbst auch eine con- 

, y dX 

stante. und als z^z—rr eine der X gleicb.ar- 

dY ^ 

Xige Gröfse ist» und daher die Sultangentf 
an jeder Curve seyn würde, welche die X 
uiid Y zfß. orthogonalen übscissen und Ordi- 
nalen hätte, (Obgleich nun die obige Darstellung 
einer solchen Curve in' einer Ebne nicht allemal Statt 
findet, wo X und Y Functionen von mehren verän- 
derlichen Gröfsen sind: so kann man doqh gar w^ohl 
die Gröfse a fernerhin in der Kürze die Subtangente 
nennen, weil sie ja allemal eine den Logarith- 
men X gleichartige, und von ihrer Verän- 
derlichkeit unabhängige, constante Grös- 
se bleibt; diese beiden Eigenschaften jener 
wirklichen Subtangente an der logarithmischen Linie 
aber gerade die "einzigen sind , von welchen wir bei 
der fernem Benutzung der Logarithndik für das diffe- 
renziiren logarilbmischer Gröfsen Gebrauch zu machen 
haben.) 

Ein einzelner Fall der vorigen allgemeinen Reihe ist 

II) Y = hXr:i+* + *- + ^ \ * u... 

'■ ^ [ 1 ' 1.2 ' 1.S.3 ' 1.0.3. 4 

wo h die, Basis des hyperbolischen Systems bedeutet, 
dessen Subtangente zz. x ist« 



fi»Pu:Jl^0 Lehren. dar djlgemeineti f^gärkhmik^ 18^ 
y :. Wiederum ein -eins&elor ' Fall dieser Iltea Reäf 

^- ^ ^2^2.3^ a.3»4 2.3.46^' 

vrelche a. B. bis "aüf-i^ Gneder fortgesetzt, des hyper- 

bpliacben Systeores -Ba^is h rr^, 7 1 8 ^ 8 ^ 8 * « • la ^^^t 
sen Decimalstelleii^^cbon richtig gibt. 
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Beweis für /. 

. ■• . . , ^ ■ \- 

$• '34. Nach dem allgemeinen binomiachen Lehr- 
sätze (Vprerrinn.V« §.^i*j]| mufs 

seyn» -ipvodarch sogleich vor Aagen liegt, dafs 
• •■ b3ß— 1 -n MX ^- 55X^ + gX^ + ©X-» -f ... • 
gescfts&t werden kann, nämlich b^ — ^^1 durch eine Reihe 
diosef'Form mufs auegedrückt werden können, dereii 
Coeffi.cienten 91, $, (S... vpm X unabhängige Gröi'aen 
sind, und dei'eu Glieder von der Funcdon nichts an- 
iers^^ als ganze bejahte Di^nitäten derselben, enthalten 
(önneii; weil ja die für die Reihe b^ erlangten Mvi.\; 
tiplicirungen in jedem einzelen Gliede sehr einleuch» 
tend 'ilicbt efn einziges X' bewirken können , dessen 
r v^t^js anders als eine ganze bejahte Zahl wär^. 

Da hierin , wegen Allgemeinheit des binomischen 

Lehrsatzes, X jede beliiebige Function seyn kann: so 

kann sie auch ein beliebiges ^X seyn, mufs also auch 

bÄx_i — gi.AX + S8.AX*+S.AX^+2>*AX^ + ... 
•tyn. . ; 

Sey nun Yrtti^' (hUo XzrLogY und Y die dem 
Logarithmen X im,.b-iSysteme zagehörige logs^riihmt: 
sirte Function) auch ^Ydie Differenz des Y, wenn 
deren Logarithme X mit der Oiff^erenz /\X belegt 
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mUo AY z=r Y.bAx— y = Y.(bAx— i) „,4 aaher der 
Differenfeenqucxieht - .'.... 

|| = Y,{«+.feAX + €^A?V+Jb.ii^^ folg- 

lich vreno A^^dX gesetzt» und dieses zzo gawctf* 

, i * * d¥ 

den ist, der Differetisenquotient r^— ^•^* 

Di hietans Y rrr n ^ folgt t also die Sab.t«ti- 
• dl ^ ' . 

gente Y t» alt n^ darch den obiglsn Cpef&cietitefl 

St 1)e8tiinmt» .eine Von der VerSürterKchkeit des X Ujnd 
Y unabhängige, übrigens aber»:da dY dem. Y gletchar*^ 
tig sejn nlüfs« allerdings eine deni dX» folglich auch 
dem X gleichi^rtige Gröfte sejro ipars; so w4irdea 
-wir sie in. dieser Hinsicht li^er durch A beseicbnen« 
]&leiben yvvt indessen dem in diesem gansen Capitel 
schon dafüTf gebratichten a getreu: so haben wir aon 

wiederum Y ry— a, und daher auch ^-zt-. 

Da tiün aus dem im Anfange des Beweises sthon 
erwlelenen 

Y m + SIX 4. SSX^ + gX3 4. 3^X4 + .• t 
attchU £it + aSSX 4- 35X» -I- 42)X' -|- ... eich «• 
gibt, 'dietb'tleibe alao der Reihe 

' J=: L4.f X +'ix« +1x3 + ^X4+... 

a a'a 'a *a 'a ' 

gleich* und da sie überdies ihr ähnlich ist| auch 
^ongtuenfi^das heifst» in ihren einselen Gliedern ihr 

^eieh äeyti mtifs t iö miifs tilclit ttui^ $t !± -• sondern 

T ... «a 



',- - '- 



- also S,C5 rra «.{Ib.w. «eyrt, womit die tte Reihe des 
Le|ir8atz^s erwiesen ist» 

Für die übrigen beiden Reihen ist es schon im * 
Lehrsatze mit aSigeselgt» wie sfe nitr einaele Fälle 
^ßf 4m ausmachen. •* ' 

■■••"•'■"■. Aujg ah e. . •' ^ . 

. ftS': 35- Pie Reih.« I,umzi;i]kehren» daslieifsti, 
die X ^U Funic^^n d.Q^ Y auf|^edi^ü<(k.t .su 
finden» nachde(m:;la I);die Y aU Function 
df«. X- dargestellt fst. V, 

.. Davch den folgenden Lehrsatz wird die Aufgabe 
dreifach . beantwortet*- '.Die* .dabei< heiintAJ^ Methode 
der Umkehrung wird späterhin in einem besondera 
'. Capitel, un^jtändhch e^ört^rt werden. ^ 
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$♦ 36* Wie vorhin sey b^nY, alap'Xr: 
LogfY'im beliebigen b«S^^äteme, dessen Snb^ 
tangenterrra heifse: so läfst sich unter der 
Beding.ung9 idafs Y niDr .bejabti nicht ver«i 
peiiit,8^y^,/erYre.isep,^,^^ • 

I) dafa X = a. |(Y-i) — ^I=li2! 4. 2LzJl^ 



• • * 



-k)^ 



II) auch xirma./(t»-^ir-Ö^^- +'^^^ 

^ t 



• f _ 
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Beweis für /. 

§. 37* Wenn X = K ^ AY + BY* ^. CY> .;. 

seyn sollte, 80 wärde, da für Ym deaten Logaritbme 
Xrro seyn mufs, ,dae .copa^nt^t von der VerSnder« 
lichkeit'dee X unabhängige Öli^d K ir --(A + B + C + ...) 
a^n intlaseit;' 1^eta)^Acfk tn'nh Y^ i statt T g€ltet£t 
«if<6 vb9i'dteW tUtelhlig videti Fi^iiitionen dea y seyn, 
ifinelche in Hitisicbt dea constanten K uns 
X r= A(Y-.,i) + B(Y— i)^ +'6(Y— i)^ +• .; gewih. 
ren könnte '# ^ 'ind^m fa fdr :Y ZZ t der Gonatänte Theil 
dieaer Beibo allordinga r:*«^ A -* B *-« G -^«.r« äkh 
^gibt«' ■; ii -'.'i. 

Soll ntin aber diese Reihe bei allen Werthen dea 
Y richtig aeyn: ao mufa sie 

auch 3? = Ä + äB (Y-O + 3C 'Ör-i)i4. 4D (Y-i)* + • • • 
auch ^=: bB + 3.3.C(Y'^i)4- 3-4 D(Y— »)' + .• . 

■nch jmor a,.3«C4';s.;3,4. D (Y.-*i).-jr 

11.8. w. für alle Werthe des' f';' 'also auch Mr iTn» 
gewäbVen ^ mtafs daher ., -• 

> = !)' Ofr=i> ' (Y = i) 

. dX - ddX ' .^ , . d^X 

indem '"Wir dnrch .dieiibergeschriebenen Parenthese 
(Y~i) andeuten wollen» dafa in dem darunter ate- 
henden Ausdrucke jedea Y de)Baelben zzi geaetzt wer* 
den aolU 
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Da wir nmi ans der Gleichang Y ry — a (J.31.) 

folgern können» 

dX^a^.ddX JL.^X-JL 1!* a 

dY "" y * dY^ "= "" Y^ • dY^ "* aY^ ' dY* " "" a. 3 V^ 

fftrYsraiso ^aa; 1 c-a;! =-; s = 

U.8.W», seyn mafiix so sindüieae Werthe der Differen- 

tialqaoUenten auch durchaus hinreichend su be- 

atimmen, 

a a a 

daf« Ana,; Bn— -; Cn-; Drr— - Yi.t;w. seya 

a. 3 .4. 

snuEi \ daher nun die im Anfange des Beweises nur 

problematisch anfgestellte Beihe 

— - (Y — i}^'..* gefunden ist} die Ite Beihe dea 
Lehrsatzes* 

Auf bejahte Werthe aber ist Y eingeschränkt, \reil 

zum Beweise die Gleichung der Subtangente a=z Y-r^ 

gebraucht ist , in welcher Y keine verneinten Werthf 
haben kann » $• 14« 

Beweiefür JL 

$•35 Da nun wenn b^=Y ist, auch bm rz Y^ 

X i i- 

also — r= Log Y», folglich Xzrm Log Y» seynmufsf 

80 hat man aus I) auch die Uta Beihe 

X__ina{(YS— 1; ^ \ 

1 

— ^ ^ ... . deren m im YS = r Y für jedes 

4 
- 13 
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i9i Cap.X.* L0h^m dßT ^Ugem^inniLogarifhmik. 

I 

nofik .80 grofte Y allemal grob genug kann angenom- 

nien werden, dafa Y^ — i<Cif aI^o die Reihe bei je- 
dem bejahten Y anmmatorisch convergent seyn zbä&; 
nnd andere^ala bejahte X können nicht logarithmiair^ 
werden« 



f * 



S» »ei* für Jlh . 
§. 36. in I) ietX— LogY = al(Y— O — . ^'^'^'. 

'+~3 — r"--j 

also 1) hierin Ytri -j- ^ gesetitt, dattn 22) auch 

Y = i — U gesetzt, welches 'unter de^ 'Beding; 
dft;fs.U kleiner als x ttsf^ ebenfalls eilaubt i«t, weil 

Y auch jeden bejahten Bruch bedeuten kann; ha* 
ben wir tef 

1) Log (1 +U) r: a.<ü — 

a) Log (i-ü) tri a {-Ü-- __-_-._ 

M f ■ ■ i.i I I i 'r I ■ ■ 

Mag nun Y seyä» welche bejahte Function es 

i + U Y— 1 

will: so hat mah — ^-r? == 'X'» W^nn tnan Ür^rr-s— 

1 — U Y-J-i 

setzt I welches auch der Bedingung, dafs U<^i aej. 
Genüge leistet, und die Illte Reihe des Lehrsatzes gibt. 

i ffir fedea be* 



- + 3 T^' 



Da nun in derselben ihr U 






jahte Y, allemal <<Ci ist: so ist auch diese R^he für 
jedes bejahte Y summatorisch convergent» 



• ' 
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Zusätze. 

§. 37 Da bei b«^— Y die XrrLogY des b-Sj^te» 
mes ist: so hat man die Ite Reibe des ersten ». and 
die III te Pieihe des zweiten Lehrsatzes auch 

Die Subtangente am genommen, also 



« • • 



§• 38« Aus diesen beiden, und einem endlichen 
Werthe sich nähernden , Ausdrücken des Log Y und 
Io() Y folgt der wichtige Satz , dafs Log Y := a {og Y 
ist,* den wir oben §. 23* schon auf andere Weise ge* 
fundefn, und auf die log^Briggii durch deren Subtan- 
gente a = o, 4 3 4 2 9 • . * angewandt haben* 

LoffY 
Aus diesem Satze folgt an . °y > furY=h<gnom- 

men, also auch a~ — - — ; für Y~b genommen, auch 

1 

arz, r» h wie allemal, die Basis "2,71328 ••• 

log b 

des natürlichen Systemes, und b. die beliebige Basis 

irgend eines andern künstlichen Systemes bedeutend* 

§. 39. Vermittelst dieser Folgerungen werden 
wir nunmehr kürzer als auf einem andern Wege die 

t 13* 



• 
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sununatoiische Coiiv0r|;ena der Ite Reihe* äe» ersten 
Lebrtfttzes $• 32« , 

als völlig allgemein für jedes Y und für jedes loga- 
ritbmiscbe System erweisen können; obgleich 8.B« So- 
gleich fnr das Briggiscbe System, die Subtangente 
azi log2,7i828»- ^=^ ^»43439 Wciner als 1 ist, und 
daher di^se Reihe für alle solche Y, welche um ein 
Beträchtliches gröfser als fi»7i8..* sind, in mehren 
ihrer ersten Glieder sich divergent ergeben muFs« 

Aber mag es überhaupt auch für andere Systeme 
npt noch kleineren Subtangenten, solcher Glieder noch 
so viele geben , so mufs man doch auf ^ ' 

irgend ein rtcs Glied / — s — l — _ <^ 1 kom- 

i^.3.4.,.. .r-i,r.a' 

man, indem ja diese Behauptung erwiesen ist» sobald 

man sich überzeugt hat 

dafs f'(2,3.4..» ♦r-i.r) ^ — ? — geworden seyn 

a 

mufs ; dieses aber bei irgend einem rten Gliede sich^ 

ergeben mürs, weil ja f(2.3... ♦r-i.r) von jedem 
Logarithmensysteme und jedem, dadurch logarithmisir« 
ten Y unabhängig, mit gröfserem r, wie man sich 
leichb überzeugen kann, immerfort gröfser und grös- 
ser werdend ist, ^^ aber für jedes gegebne Y ei- 
ner durch Y selbst nebst a , und daher auch b, be« 

■ 

stimmbaren endlichen Gröfse sich nähernd ist* 
Sobald nun ein rtes Glied 

Log Y vr 

» . ) <C 1 sich ergeben hat , so 

r (2.3.-« -r-i. r.) a^ 
Würde von da an (nach Vorerin^IV^ g. 12. Lehrs« 2,1.) 
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die obige Reihe giiederconviergent üiid aucl» fclknmUt 
einem endlichen Wertne.'Sich imiiEkerfort nähernd »eyii 

müssen , auch wenn die Zahl »T (2. 3^ . . r — 1» r) ' un- 
verändert bliebe» welche doch in der wirklich«! obi«« 
gen Reihe. auch noch immerfort wachsend, also die 
Glieder zunehmend verkleinernd ist. 

Da pun der Ertrag der Reihe bis zum rten Gliede 
hin für jedes endlich gegebne Y eii^e bestimmte end- 
liche Grofse seyn mufs: so ist es uns nunmehrigem* 
wifs» dafs der Ertrag der ganzen Reihe eine endliche, 
und 'durch gehörige Fortsetzung jenseits des rteii Glie- 
des, - ausgemacht näher und näher zu findende Reihe 
seyn mufs« 

Für manche allgemeine Formulirung ist «es etwas 
werth zu wissen, dafs auch schon die erste Reihe 
des Lehrsatzes, unter allen die einfachste, durch ihre 
Convergenz bei jedem endlichen bejahten Y einem be« 
stimmten endliche^ Werthe sich nähernd ist; woran 
man bisher scheint gezweifelt zu haben« 



Eilfies CapiteL 

Bequeme Differenziirung logarithmischer Gröfsen. 

$•1. Nachdem wir» Cap« X. §• 31. den Satz 

Y-T^rra gefunden haben» auch wenn Xm LogY eine 

beliebige Function von x oder auch noch mehren an- 
dern verändeilichen GrÖfsep ist, folglich auch Y eine 
Function von eben denselben veränderlichen Gröfsen 
seyn kann, die fernerhin so genannte Subtangente a 
übrigens eine für jedes b- System, durch dessen Basis 
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b beslimmbare, von der Veränderlichkeit der X und 

Y unabhängige constante Gröfse ist: so wollen Mrir 

nunmehr wiederum darch die bequemeren kleineren 

' dx 

Buohataben y-p=:a allerdings schreiben» dabei aber 

uns bewufflt bleiben^ dafs x und y nicht. blos, wie im 
vorigen Capitel bis su §,3i. bin, blofs veränderliche 
Zahiep,, sondern auch die eben erwähnten beliebigen 
Functionen bedeuten kann. 



Regeln des logariihmischen Differenziirens. 

dx 
$« s. Aus der Gleichung 7 -,- r:r a kann 

l) dx 3 a^ 9 das ist, d Log y n a. — • und 

II) dy — ^-^, das ist dy rr ^i— sZ gefolgert werden ; 

a a 

kann demnach I) das Differential eines jeden. Log y 
dladurch gefunden werden, dafs man des y Differen* 
tial dy , durch y selbst dividirt, und dureh des Sy* 
Sternes Subtangente multiplicirt, und kann 

II) aus dem Differential des Logarithmen von y 
auf des y Differential dy dadurch geschlossen werden, 
dafs man . das Differential des Logarithmen durch y 
selbst mültiplicirtf und durch des Systemes Subtan« 
gente a dividirt. 

§« 3. Zu mehrer Bequemlichkeit das patärliche 
System gewählt , hat man 

dy 

1) diogy r: -^ und 2) dyny dlogy; 

' wobei nicht hur das Mültiplicii^en oder Dividiren mit 
der hieher gehörigen Subtangente am» unang^zeigt 
bleiben, sondern auch der Buchstabe a zur Andeutung 
anderer constanten Gröfscn wieder gebraucht werden 
kann, a.B. zur Andeutung eines beliebigen constanten 
Factors in den nächsten folgenden Beispielen» 
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Beispiele für diß Regel i« 

^y 4. . Beispiel 1* Sey yriax gegeben, to bat 

man • / 

o ax a ox ox 
d loflv cir-^ — sr^^-— :r: — , dafs also der cbnstante 
ax 4x ; X 

Factor a völlig weggefallen ist! Dieaes Wegfallen er« 

klärt aich ^uoh durch, folgende Schlüsse« 

Da los 7 = (cg a X =r (og a -f- 109 x aeyn mufs, so ,mufs 

auch dlo9yr:dlo3a + dIo^x:;rdIoflx 

■ dx * 

also auch = — «eyn » nach Regel 1 , dessen 7. jede 

veränderliche Grcjfse alsgt ai^ch x soll seyn können. 

Zusatz. 

Auch würde yrrzx gegeben » ebenfalls 
^dlisy lii *d(lo0z 4- loflx) = ^dlogz -[- ^03»= o 4- ^dlojx 

also r= — seyn müssen, wenn zwar z auch eine yer- 

änderliche, aber doch xon x unabhängige Gröfse wäre» 
Denn wie »oHrte^ die Belegung eines x mit Ax oder 
dx, auch für splcbe Grö&en z, die voqi x una.bhän- 
gig sind , irgend eine Belegung ^z oder dx bewirken 
können! 

j^ig^utlicjii wird auc^t dafs bei eifern sojchen 

- dx 

vom X unabhängig veränderlichen B,^dr&x m: — >. seyn 

dx • 
mufs, schon durch dlaxrr--r mit behauptet, weil 

^^ 

ja deit Factor a jede gegebne Gr&fse bedeut^et, also 
auch jede von den GrÖfsen mit bedeuten kann, die 
man dem ^ränderlichen % für sich genömnaen, mag 
beigelegt wissen wollen. 

Immerhin aber bleibt von einem gegebnen yrrax 
ein gegebnes y =r zx für den Difibrentialcalcul über- 



f 



y 
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hanpt genommen aUerdings dadurch verechiejdeh , dab 
für ihn s^.ala eine Teränderlicbe Gröfse, auch für aich 
mit dl belegt verlangt werden könnte; wie es im 
nlcfalBten Beiapiele vorausgesetst wird. 

Beiap« d, Sej yzrxz gegeben^ aa hat man 
. ' d.xz zdx4-xd8 dx . dz 

dioaxz — r — — ir h -T-. 

^ xz xz X * a 

'Eben dieses erhSlt man anch durch . folgende 
Schlüsse: 

£« ist d.ioaxz ~ d(Io9x-f logz)— dlogx-f dlegz 
dx , dz 

"" X z* 

Beisp. 3^ Sey y =r xzn gegeben 9 . 80 findet man 
, . dx , dz . du 

^^ X z * u 

Z 

B e 1 6 p* 4« Für y = -ij I^at man Iq; y =: logZ * logN, 

- , , dZ dN 

iJto dlogyr:-^ — ^. 

Beisf, 5. Folglich dloj — 



1 X 1 XX* 



Beisp. 6. Sey yzra^4~^^» ^^ ^^^ mzxs, 

Sey auch überhaupt yzrA-^-X, nämlich A ein 
constantes Glied der Function y, und X eine irgend 
beliebige Function von einer oder mehrto veränderli- 
chen Gröfsen : ao hat man 

diogy r: ^ f^ rr ' ^ ^ ; dafs also im 

Diflferential des Logarithmen einer Function» ihr coii- 
stantea Glied A immer noch vorhanden bleibt; ihr 
conatanter Factor a dagegen (Beisp.. i«) verloren gieng. 
Gerade' umgekehrt, wie bei d^ algebraischen DiAe- 



• 
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rentialen Cap. IV. $. 2o* $• ij. ^ Mehr darüber werden 
wir in der Integralrechnung beizubringen ' haben« 

Beisp: 7» Es ist dlogCx+Ta* 4-x^)' 
dx-f-(a^ -|-x^)"'^xdx dx ' . . 

— x-f r(a^+^'') ~r(a*+x^)' 

Beisp. 8« Ättch d.(og (x — fa^ + x^) 

_^ dx *-» (a? 4" x^)"*^ X dx ^-^ix 

x-.r(a» + x^) - f(F+F)* 



X 4- f a* 4- X* 
Beilp. 9, folglich d(og " 



X— .Ta^ + ^'^ 

= d IP3 (X + ra^ + x^) — d (OS (X — t a^+x*) 
adx 

-7'(a^+x-y 

Beisp. 10» Um eich die Auffindung des 

X 

^i^i ^^/ ' -j, I — ^ durch Substitution zu erleiclitenii^ ' 

aets^ man r^T-rr— Tn— ^* Da hieraus u(a* +x^)*— r 

folgt: so hat man 

(a»+xO* du + §u(a^+x^)-l.ftxdx =r dx; 

also iueh (a^ + x*)du-f-xudxc:(a*-f-x^)idx, 

(a» + xf)du = (^(a»+x»)« - —^1—.^ dx, 

*** ~ (a^+x^)7*(a=*-f-x^) * " r • 

^•0 d res f^q:^^ (= ^) = x(a^+x-) ^^^ . 

Beisp. 11. Für y rt: (ofl t= i-!— ' ^■-= wird 

I l-|-x — 1 1 X '^ 

•^dx 
das merkwürdige dy rr ^ -> am leichtesten ge- 

3c 7 1 XX • 

fnnden , wenn man zuvor den Zähler und den Nen- 
ner durch TT+x — Ti— x multiplicirt , wodnr(:h 






man yrziög -ä;5=5==*-=: lodx— loj(i— t i— xy) 

1— t I XX 

erhält, 

, . dx x^x 1 dxs 

also dj n — — .L,^ — „r-4 . ^> «= ~ 

I 

_ ' * ^^^ , W^^^XX+Tl— »XX— XX 3x 

ri — XX— 1 +XX— — i+xx-l- Tl — XX VIT 
— 1 4- Ti-^xx 3x -*clx 



Anmerkung. 

Ein merkwürdigei Differential ! weil -v^iff' dadurch 
erfahren haben, .::J .m .' i 



/i 



1— XX i 1+X i 1-^X 

indem in der Integralreehnting' :qberhaiipt fAX den 
veränderlichen Theil X aller X- Functionen bedeutet, 

deren Differential sich z^ ^X ei;geben könnte, . 

'f ' ' ' ' ■ \ ■■ ■■•.-• 

Und indem dieser logarithmische Auidmck des X 
für alle x;;>>i unmöglich wird: so. kann iür solche 
Wei^the des x der trigonometrische Ausdrubk^ 

/-~^===s r: arc CQsecsi^ (§.^5; 6) benutzt werden, 

y. X I XX— 1 ; 

welcher für alle x^i möglich bleibt; 

, . - - ■ 

■ * 

In folgenden 3 Beispielen werden logarithmische 
und trigonometrische Differenziirungsregeln benutzt, 
deren Resultate ebenfalls mit mehren ähnlichen m der 
Integralrechnung nützlich find. 

-, , ji/ • d sin Cp cos Cp. dcp 

* ^ ^ . sm 5p sm 9 

r: cot 9« d9> 



« • • ■ 

» 
B^isp. 13. d I09 tang y — ^ ^^^^f — -^ — JE 

-^ öd 9) 

"^ 8in2 9> 

« • - -1 # d »ec Q) ' , 

Beisp. 14. d lo0 6CC9 — r^*— ^»ogy.dijpt 

B e i 8 p» 15* J ZZ (og (os X auvördef«! darch Sub- 
stitution 

als 7 — log« gedacht, giHr dy'r: — ^^, Da nun zufolge 

der Substitution u m (09 x bedeutet , folglich. 

du zr — seyn ohuGb; eo bat man 

X 

dx- ■ ■ " -'' ■ ^ 

dj— dllxz;: 



xtx , • ' '*■■ 

B e i s p* 1 6. Sey y rr (feg x)'*, so hat tüaii ' 
logynnlog log x,* also das vorige Befep!el''1äN§hut^t; 

dy dx :i r • . . 

—^ m n — r- f 'Vorausgesetzt, daLs nicht auch n 
y X I X ■■ . '^ - 

veränderlich sey, wodurch die Potenz? (log x)»> 
echon au den Exponentialgröfsen des . folgenden Capi- 
tels j^ehören würde. . ^ , 

Unter der Bedingung eines constanten n. also nun 
ddeax)« — n — r— zz zz nIx**-% d(x, 

■ -^ ^\ xlx * x 

welcher letzte Ausdruck sich allerdings auch nnmit- 

telbar der algebraischen . Diftexenziirungsregel 

d.X** rr nX"~*dX gemäfs ergebi^n mufs. ' . 

Beisp. 17. Sey ausser nauch m constant, so 
hat man 

d. (Ix")« = m (U«)«» - > d Ix« r: m ((x")'""* * n d Ix 

auch rz nm (log x«)"*-* — . 

Beispiel für die Regel fl, (§.3») 

§. 5» Diese zweite Kegel, dy zz y diogy, lehrt 
das Differential einer Function y dadurch finden, dafs 
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man mit ihr selbst das Differential ihres natürlichen 
Logarithmen mnltiplicirt« 

Daher man z. B. ans d (oj sec 9 n tang 9. dy 
(Beisp. 14« $. 4.) 

anf dsecy = sec9« ^>>E9 ^9 

1 "o o , sin 9 d9 , ,. 

— . id9 rr A — ^ 'scbhet- 

cos 9 cos 9 ' cos 9 cos 9 

sen kann; welchea allerdings ans X $.ii. uns schon 
bekannt ist^ ' ^ , 

Man siebt hieraus, data beide Regeln einander 
snr Probe ^enen können. Auch ist es bisweilen der 
Fall, dafs mian das Differential des Logarithmen leich- 
ter, als das Differential der Function anzugeben weils, 
wie es namentlich das gleichfolgende Xllte Capitel 
¥or Augen legen yfixdi. 

% 

J. 6. Die höheren Differentiale 

für solche logarithmische Functionen aufzufinden, 
deren erstes Differential wir hier finden gelehrt, 
haben, hat nur die Anwei^dung, der algebrai- 
schen Differenziirungsregeln nothig, - falls der erste . 
Differentialquotient blofs eine algebraische Operation 
fordert. 

Z,B. da wir für xrrLogj, das Differential 

dy 
dxndLogy n: d.alogy ~ adlogy ~ a — , also y 

als Function des x betrachtet den ersten Differential- 

dy y 
quotfenten -~ rr — ; oder x als Function von y be- 
trachtet, den ersten Differentialquotienten -r- ~ -ha- 
ben: so werden wir im ersten Falle 

dy _, y r ddy 1 dy y 
^VA -T- — - auf — -^ — ^ 



dx a dx a * dx 



a 
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al80 auf T-4 = -r jT = 73 

dx^ a* dx. a^ ^ 

(J4y j Jy • y • 

folglich" j-7 ~ "3 d^ rr-^.u.s.iY. au schlicfaen hüben j 

im zweifln Falle 
au^ -x- t: - 33 a.y * ( rz - ) 

ddx 



P ggx _^ Z' 1* ax 

dy5*ir ^' ^^ ^"^, yV 

*^f p = +^- »y"' (= + 1^) 



auf -t-^ — — 2,3.ay^^^— -4 — J. u.8.w* 



d^x 

e 

dy 

§. </• Sollte ein Differentialqnotient noch trigo- 
nometrische Functionen enthalten» so wird^man ihn 
nach den Lebren des Xlten Capitels ferner zu diffe* 
renziiren wissen; oder sollten in ihm selbst noch lo* 
garithmische Functionen vorkommen, so ivird er ihr 
nen gemäb nach den schon bekannten Lehren, odqr 
doch, falls es andere exponentiale Gröfsen sind, ver- 
mittelst des folgenden Capitels fernerhin differenziirt 
werden könsen« 



Zwölftes Capitel. 

Differenziirung der Exponential - Functionen* 

Erklärung. 

$« !• Eine Exponentialfunction ' beifst jede Po- 
tenz, deren Exponent als eine veränderliche Gröfse 
behandelt wird,- ihre Stammgröfse mag selbst auch 
veränderlich seyn, wie ^ im^ X% oder constant aeyn, 
wie b im b*. ' » 
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' Der Exponent kann aelbst «chon eine Exponential- 

fnnction seyn, vrie in x7 . Anstatt dergleichen Aui- 
drücke Exponentio - Exponentialgröfsen zcf nenneut 
können sie Exponentiale der zweiten H5Ue genannt ' 

werden 9 da denn z. B* st ein Exponentiale der äril- 
ten Höhe ist; u.8*w. ' 

Q. Q. Der sten logarithmiscben Differenziirungs- 
regel dXnX. dIX igem^fs (XL$.3;), dessen X jede ver- 
änderliche Grörse» also aucli zzx^ eeyn kann^ Bat 
man zuvörderst 

d.x* rr X*. dix«. 

z (X. $ 20) (VII. f. 10) 

Da nun d. Ix d.zlx . Ix»dz + g. dix ist, 

io mufs d.x»ii:x^ (Ix. dz -f-adlx) seyn ♦♦.♦*.... (1, 

dx 
Hierin d I x — — geschrieben (XL JJ. 3.) hat man 

allerdings- auch d.x« — x» Ix. dz -f- x*""* zdx .•• (2. 

So lange man aber» auch der Kurze wegen, den 
tiOgarithmen Ix statt seines Reiben^dsdruckes beibe- 
halten kann 9 wird man auch am liebsten dessen Dif- 
ferential dix in dem Calcul behalten« daher man zu* 
vörderst den 

ersten Ausdruck d.x*~x^(dz»lz -j- zdix) als Fun- 
damentalregel für das DifFerenziiren der Exponentlal- 
functionen zu gebrauchen pflegt. 

$. 3. Dieser Kegel gemäCs hat man 

für X rzb sogleich d. b^ iz b^. dz. t b , , (3, 

Also auch d.b^^-c zz b^-c. dz. Ib, wenn c eine cpo- 
«tante, vom z unabhängige Gröfse bedeutet» 

§. 4« Dar z hier jede veränderliche GröEse» also 
auch rrmz. sowohl mit veränderlichem als mit con- 
atantem m seyn kann: so hat man 
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auch t3..b°>sr=b"^''d.inz«(b, eben 80 allgemein» ••. (4 
und . d. b™ 2 = mb™ > dz. |b, wenn m conttan t ist, ... (5. 
(iji^cm bei constantem Fac.tor m ai^ch d«mz~nida 
. ist. Bei verinderlichem m würde d.men:zdm-f-nidz 
seyn)* 

0« 5« Für br:hr:9t7i8^8f diese äasis der na- 
tütlicben Logarithmen^ ist l b n: (h rr 1 
also d.h»* rr b"^^. d.mz, für jedes m, .••«...••• (©• 
und ,d. ^» == rr mh™«. dz für ein constantes m, •.. (7. 
Folglich d.hzr:h«dz, für m — 1, ♦.... (8» 

§. 6* Dieses d^h^z^h^dz gibt den ersten Dlffe« 
rentialquotienten 

-r— zzh^ : also den zweiten , ^ —-i — ^zzh'^; auch den 
dz ' • dz'* dz 

d^h' d>^ h' 

driften • 3 rrh«; und 80 überhaupt --=-y n h'^ j dafs 

also dieae Differentialqnotienten in ihren steigenden 
Graden immerfort einerlei Werth behalten. 

§, 7* Um doch ein Beispiel vom differenziiren 
•iner .Exponentiale der zweiten Höhe zu haben » sey 

Ü~3ür gegeben« Um dessen dU zu finden, setze man 
j^ mz» so hat man 

zuvörderst dUr=:d«x«rrx«(Ix.dz + z,dlx). (§.a«) 
Eb^n so da r: y* ({y.dt-|-t.dly); 

also dUrrxy.yt (Ix* (y. dt + tlx. dly + dix); , 

auch n %r\ 7' (Ix. ly. dt + tlx. ^+ ^ * 

y xy 

§. 8* Da jedes x^zrh^ seyn mufs» wenn I,x»~ 
Lh"^» also auch, wenn z(x zu wlh z:: w ist: so hat man 

jedes x^ zzz h«'« und h^zzh^^^; ' 
daher man in den obigen Formeln jedea x^ oder h* 
durch Potenzen des h ausdrücken kann; für die Ber 
rechnung dieser GröCsen sehr bequemt weil man viele 
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Fotehsen des b in. Tafeln berechnet vorfindet, und 
MTO diese nicht genau genug aasreichen , die gewohn- 
lichien Tafeln der natürlichen Logarithmen benutsen 
kann. 

Ich habe diese Bemerkung hier schon beibringen, 
nicht bis sur Integralrechnung versparen wollen« weil 
man ja nicht selten auch schon Dimeren tialquoiienten 
SU, berechnen hat, 

§. 9. Wenn man z.B. für einzele gegebne .'Wer- 
the des b und m, auch z, den Differentialquotienten 

-1. — r: mb°^>Ib (nach $.5, also bei constiantein m) 
dz 

berechnet wissen will: so bedenkt man, daCi diesev 

Qaotient auch rz h^'^^'.mlb seyn mufs* 

Sey nun bm 15 gegeben, so ist Ib ir 2, 703050, 
und mzz^ gegeben, so ist m(b=5,4i6ioo. 

Für den Fall zrrs also mzlb rr 16,248^0. Nun 
findet man in den Tafeln, h>^ = 22^026,47 • und durch 
die Tafel der Logarithmen , h^/«48o4 — 5^7^ 

Will man damit zufrieden seyn, h^/.^o4 statt 
hi6;2483oo zu gebrauchen: so hat man für die gegebnen 
Werthe der constanten Zahlen b und m» und für des 
veränderlichen z einzelen Werthfall ~3,' 

dafs-^^ — = h«2tt>.mlb rr (22026,47. 517.) 5,4i6i '««ya 

mufs, und wird dieses Froduct am bequemstjen vef« 
mittelst der Briggischen Tafeln finden, 

$• 10. Auch kann man das genauere h^^'^ds von 
Anfang an durch Briggische Logarithmentafeln finden. 
Denn diese gesuchte Gröfse rr H genannt, 
hat man log Hm 16,2433. Iqgh — 16,0483. 1 
folglich log Brigg H = i6,2483» M zz 16,2433. 0,43429 
(X. 5, 25). 



• •• 
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Da min 10. M rr 4f 34^944 

6. i zz 2,605766 

o,Ä.^ zz 09 98^859 

o,o4, i r: 0,01737a 

; « \ ■ ff 

o, 008« I =r O9 003474, aus den Tafeln zu 
0,0003. i zz 0.000130, nehmen ist » «o 
hat man log Brigg H ~ 7, 056^45; bieza wegen 

mlb = 5,4i6i 
noch log Brigg 5;4i6irr 0.753686 ai^dirt, gibt 

]ogBrigg(H.54i6i) ZZ 7»78o23J^* ^^^ ^^n geanchten 
^erth des DiiFerentialquotieiiten rr 61693000« 

$• il*< Da man jede» x" ala zzh*^ anaeuen kann 
($.80» folglich auch jedea d.,x» — d. h*^« aeyn tpufs; 
ao ist ea einleuchtend, dafs man, suvörderst nur daa 
d.b» — b^dz.lb Qj.e^ fnr jedes veränderliche-s 
und jedescoriatanteb richtig zu erweisen nöthig 
hätte, um aus dem dadurch mit 
erwiesenen d.b*^ — h«^*. d.zlx.i 

— hz^,(lx.dz + zdlx) 
auch d. X« — x^ (Ix. dz -|" zdix) ganz allge* 
mein erwiesen zu sehen, welches nun die obige Fun- 
damentalregel (§. 2.) ist. 

Indessen habe ich für besser gehalten, die obigen 
8 Formeln in dortiger Folge aufzuführen, wegen ih* 
res Gebrauches in der Integralrechnung, wo wir dann 
auch noch ihren Ausdruck in Reihen werden hin- 
zufügen müssen. 

§»i2. Obgleich nun diese Formeln in §.2 bisj« aus 
der fiten Differenziirung8regeldXr=Xd(X kurz und bün- 
dig geschlossen sind; auch wir aus j= x^ auf die Lo- 

garithme I7 rz (. x^ r= z. (x , und deren DilFerential, 

dy 

~ZZ (x, dz ^ z. d(x geschlossen, die Fundamentalre- 

gel d. x^ rr x^ (Ix, dz -j- z. dfx) noch etwas kür- 
zer hiermit gefunden hätten : so wird es doch in 
vieler Hinsicht nützlich seyn, die Fundamentairegel 

14 • 
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auch durch unmittelbare Belegung der Function x* 
gefunden sbu wissen. 

$. 13. Nehmen wir hiebei zuvSrdetat die Fun- 
ction 7Z::b% also die Exponentiale mit conatanter 
Stammgröffte in Angriff, so haben wir ihr« belegte 
Grdfse y*r::l>»+^» — b'.b^* — y.b^*, 
also dy — y.b**»— y tr y(b^ — 1). 

Da wir nun für den DifferentialJjuotienteq 
^T^— y r' — ~ y . — schon in der Logarithmik 

(XI. jj. 3.) es dargethan haben » dafs er iz ^ i#t« wenn 

jß die Subtangente des b-Systemes bedeutet, in wel- 
chem b die Basis und z ~ Log y ist : so wissen wir 

nun sucht daCi dy zry. -^ rz y, ^S-Z seyn muib^ 

.dasist,d.b«=b».^Ö!zz bz^ilJ^gg:^,^^ Logb.dz 

P P P 

Für natürliche Logarithmen also d.b^irb^Icgb* dz.; 
Allerdings! Indessen mögte ich doch in dieser Hin- 
sicht auch auf folgende Weise schliefen« 

Da wir für jedes y, welches rrb* — b^^sy einen 
möglichen Logarithmen hat, auch den natürlichen Lo- 
garithmen anzogeben wissen , also dadurch wissen, 
dafs y auch iziif zu \iS^^y seyn mufs; so mufs sich 
durch die vorigen Schlüsse auch d,^b^zzb% logb» 4> 
ergeben. 

^. 14* Sey nun ferner y=rx% eine Exponentiale 
mit auch veränderlicher Stammgröfse x, so mufs ihre 
belegte Gröfse 
y^z:(x-|-dx)2H^2 -. (x + dx)« . (x + dx)da5 seyn. 

Da nun die Binomialreihe (Vorerin. V. $. i«) 

(x-f dx)2 — X« -}- z. x''-»dx + S.dx* 
und (X 4- dx)«*a — x<^* -f- dz. x^^-^dx 4" T.dx* gib^ 
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t 

s 

'wenn wir dnrch. S.dx' und T.dx^ die simmtUctien 
rückständigen Glieder der ersten und sweitlsn Reihe 
andeuten, welche dx^ sum Factor haben, indem ]i 
dieser Factor auch^in ihrem dx^, und dx^t u.6.w« 
vorhanden ist« 

In dem folgenden Producta dieser beiden 
Reihen, diejenigen Glieder« welche dx^ zum Factor 
haben würden« gänzlich weggelassen, weil sie« tiach* 
dem man sie durch dx dividirt hätte« wegen ihres ih* 
nen übrigen Factors dx , mit dx:=:o geworden, eich 
sämmtlich vernullen müFsten, haben wir 

y" ~ x* X*» -f- *^* "" * x^ dx + X«. dz. X*«""«. dx^, alr 
so y*-*i-ynx«x^« — x» +ax*"^ xd»4x4-x«d». x^"-*dx 
dv x^' -i"» 1 dit 

also ^ = X«, ^^ + zx»-**x^ Ji + x»-* dx für 

dzi::fo geworden. 

dx 
$. %S* Soll nun -r- einen bestimmten Werth er* 

dz 

halten, so mufs auch dxno geworden seyn, und •O' 

mit, auch das dritte Glied sich veraullt haben ; daher 

d x'^ x^— i' dx 

vd. X* 
und die Bestimmbarkeit.dea'-^j— ^ lediglich von die- 
sen beiden übrigen Gliedern noch abhängig seyn kann; 
auch wenn^ x und z zwei von einander ga'n^ unab- 
hängige veränderliche Gröfsen wären« 

Obgleich in diesem Faile^ namentlich für den QiiOr 

tienten -p allein genommen, eher nichts bestimmt 

werden könnte, als bis die Functionirung zwischen 
X ^nd z gegeben wäre: so ist doch gewifs, daCi das 
zweite Glied im Ganzen genommen, da 

es ~ X*. — . -r-ist, auch ~ x^z-r- seyn mufs; daher 
X dz da "^ ' 

14* 
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■ ■ * I 

r' """ TT - " 'C-dT- + ^n) 

haben. 

• §. i6. Folglich auch —^ zz %\ r? + *T"v* 

durch S,die veränderliche Snbtangente des ver- 
änderlichen X'Systemes angedeutet; indem Mrir aus 

der JLogarithmik wiaaen» dafs — — • rr -- für jedes 

coiitetante b-System seyn yrürde, in welchem zzzLogj 
für'y=:b> ist, und ß die conatante Subtangente des 
b- Systeme« bedentet. Demnach haben /wir 
d. X» _ , /"i , dlxN 



5* ^7* So wie nun p. Icflh rz Logb m ist, 

murs auch 5. logxrzLOGx — i seyn» wenn LOOx 

den' im veränderlichen x- Systeme der Basis x jedes« 

mal sngiebörigen Logarithmen bedeutet« Da nun ans 

1 LOG X 
t^er letzten Gleichung folgt, dafs — n — ^ — ZT (og x 

ist: so haben wir 

nunmehr d. x« zz x^. (tog x. da + «• dix) 

(Bei dieser Herleitiuig des d. xz seit §. 14. sind wiedenun 
Sätxe bekannt geworden , welche durcb ihr^ Folgen in ver- 
wickelten Functionen auch einem geübten Calculator viel zu 
schaffen machen können f . wemi er sie einzehi zu beachten 
versäumt hat^ 

jj. i8* In dem Exponenti^ldiiFerentiale d.x'rrx* 

(dz. Ix-f-zdlx) statt des veränderlichen s ein constan- 

tes n gesetzt, hat man auch dzr:;dnz::o zu setzen, 

und erhält dadurch 

dx 
d.x» — X»». (o*Ix + ndIx) rr x^.n rr nx"""» dx 

X 

vollkommen richtig, und durch richtige Schlüsse, als 
das Differential der algebraischen Function x''. 



I ' 
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$« 19« Wenn man nun aber aus dem allgemeinen 
algebraischen Differential schliefst , dafs es fiir den 
einzelen Fall nzro« * 

ein d.x^zro.x®""* dx ~ — .dxrr o.dx geben moTs^ 

und ans dem allgemeinen Exponentialdifferentiale 
schliefst, dafs es für den einzelen Werth dea ife» fflr 
z~o » 

ein d.x^rrx^ (dz.(x -f* o. d(x) geben mufs: so wäre 
es sehr übereilt,, es anstöfsig zu finden, dafs, man für 
d.x° nicht einerlei Werth erhalten habe! 

§. so. Schon von vorne her ist es einzusehen, 
dafs ea für d.x°, und eben so wie für d«x', für d.x^, 
U.S.W* ein allgemeines Differential nicht geben hanti;- 
sondern man z. B. für d. x^ untqrsclfeiden mufs , ob 
der Exponent 2 ein einzeler Werthfali des constan« 
ten Exponenten n im algebraischen x^ seyn soll, oder 
ob es einen einzelen Werthfali des verinderlichen 
Exponenten s im Exponentialen x^ ausmachen solle! 

Im ersten • Falle kann die gewöhnliche Behaup* 
tung, dafs d,x^ — ßxdx %eY 9 gebilligt werden, weil 
man in der Tbat für ein gegebnes x^ dessen Differen- 
tial d.x^nsxdx unmittelbar finden könnte, ohne die 
allgemeine Form d,x^~ttx^'~'dx zu Rathe zu ziehen. 

§. 21, Im zweiten Falle aber sollte die Antwort 
eigentlich seyn, dafs man dieses d.x^ nur als ein 

d. X' n X*. Clx, dz + z. dlx) 
auf den einzelen WeribfaU z=d eingeschränkt finden 
. könne. 

(z!:^ö) 
d«x^ geschrieben, soll uns bedeuten, dafs man die 
unter (z — 2) geschriebene Function des z , also das 
Differential d.x*, nicht etwa blofs x«, auf den 
einzelen Werthfali z=i2 eingeschränkt verlangt: so 
haben wir 



214 Cap. XIL Differmiziir. der Exponeutialfunct. 

d.x» rr X« (U. dz + fidU). 

^ Da nun hier, nnd überdies wo nicht ausdrück- 
lich von einem noch werdenden Differential geaprci- 
eben wird, allemal ein genaues Differential zu ver« 
stehen ist, so wissen wir auch, dafs fedes seiner Uiv 
dlfferenttale » hier also dz ntid dx völlig no gewor- 
den seyn mafs* Auch sind wir, nach unser m obigen 
Vortrage, ganz allgemein und unwiderruflich davon 
überzeugt, dafs eben daher auch jedes durch die Ur« 
differeniiale, bewirkte Fünctionsdifterential , hier also 
d« X* ebenfalls völlig ~ o geworden sevn mufs» 

Hat man es mit einem X, mit einer Function ei« 
Her einzigen Variabein x zu thun , so ist ^as Fun- 
ctionsdifferential dX ein mp.dx ir p. o; und wenn 
man nach der Gröfse des Differentials dX fra^t, ^ so 
will man die Gröfse oder den Werth seines GoefjKcien« 
ten p wissen # den man am reinsten nnd sichersten 

als den Differentialquotienten p — -p Czz - J aufzja- 
finden hat, 

€. fls. Das hier behandelte x^^ aber ist eine Fun- 
ction von zwei Variabein x und z , daher man so^ 
wohl nach dem einen Differentialquotienten 

•^ — zr x^Nx« -)-z — \ als auch nach dem 

d x* ' x* dz d ( xN 

andern -^ — z: x". fl^- g- + ^'a^j ^^^ zu fragen ' 

haben. 

' ' dx 

Da wir vrissen, dafs d(x ~ — ist, so haben wir 

X 

d. X» ^* . z dx' 



'-!."•*■_ ^i t 2 dxN 
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Hiemit liegt es nun vor Augen * dafs die ürMit 
des ersten Quotienten ^ wegen ^es -r-^ rr -^ in seinem 
zweiten Gliedet und der zweite Quotient» ¥^eg^ des 
V- ^ - in sdlnem ersten Gliede, im Allgemeinen un- 
bestimmt bleiben murs, so lange nicbt eine Functio*. 
nirung des z dureh x, odar des x durch z gegeben» 

und daduic^h der Werth dieses — bestimmt ist. 

o ' 

- €, S3. Nur zwei Fälle machen hierin. eine sehr 
merkwürdige theil weise Ausnahme» wie ich in der 
Kürze. es nennen wilU 

Erstens, wenn .wir xm «etzen, so haben . 
(x-i) 

Wir -^ - i^ro, ^ +-J - ..(o + z) =z, vom 

l>.bMn^g «eworaen. 

zweitens» wenn wir zzzo setzen» qo erhalten 

. (Z = O) . N 

* . d. X*' „ A " , o dxx ,# I N 1 

WV -jj- -xoQlx +-.5^^ - ..(Ix + 0) = Ix 

Dafs das exponentiäle -^-— auch für zrro gültig 

seyn mufs» ist uns durch das Gesetz der Stetigkeit erweis- 
lich. Denn da das Differential d.x^ für jedea Werth 
des veränderliclien z gefunden ist; so mufs es auch 

für z rz — bei noch so grofsem m , also für z ir --r» 

m ° - OG 

folglich auch für z n — ~ o gelten. 



§« 34. Allerdings liefse sich nun noch darthun» 
dafs die beiden ^ätze in §.23. eigentlich nicht Aus- 
nahmen von der allgemeinen Behauptung in $. 22» 
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•ondem dieser Behauptung selbst sehr gemfiCs sind. 
Indessen mufs ich oft dergleichen \ gleichsam philoso- 
phirende Erörterungen unterdrücken. 

Der Bweite Satz ist für die Integralrechnung sebr 
wichtig, und wird dort auf noch andere Weise dar- 
gestellt werden. Hier schien es mir Aützlich, dief 
obigen Folgerongen beizubringen» obgleich man mei- 
nes Wissens noch in keinein Lehrbuche darauf ge» 
kommen ist« 



' Dreizehntes GapiteL 

Vergleichung zwischen logarithmischen und trigo- 
nometrischen Differentialen^ und anderer Gehrauch 

unmöglicher Factoren. 

$• !• Solche Vergleichungen sind für die Inte- 
gralrechnung ein wesentliches BedürfnifSy und pflegen 
gerade den hoffnungsvollsten Anfängern, welche mehr 
durch deutliche Vorstellungen, als dutch ihr Formeln- 
Gedächtnifs fortzuschliefsen suchen, am schwierigsten 
zu fallen. 

Diesen wird es erwünscht seyn, hier schon eine 
der merkwürdigsten von solchen Vergleichungen zur 
vSlligen Deutlichkeit sich gebracht zu haben , und an 
ihr dereinst gleichsam eine alte Bekanntin anzutreffen. 
Wir wählen dazu das trigonometrische Differential 

d© rr -n ;i • mit welchem dX ir . vergli- 

^ 1 + lang 9^ i^-xx ° 

chen , sogleich vor Augen legt , dafs dieses Differential 

dX ali das Differentia'l eines Kreisbogens tp , welcher 

der tang9Z:x zugehört, kann betrachtet werden. 



/ 
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$«2. Da e« nun aus dar trigonomctritcheniTan^ 
gentenscala bekannt ist, dajOi ef für jede bejahte' Tan-^ 
gente, von rro an bi^ zum -^00 bin, schon in dem 
ersten bejahten Quadranten« und für. jede Tdr« 
neihte Tangente von zip an bis zum. n— OO Hin« 
schon iii dem ersten verneinten Quadranten ei- 
nen Bogen 9"» in jenem ein -{~^« in diesem ein —»9 
gibt» welches der Tarigenfe zugehört: so kann nun 
in dem vorgegebenen Differential 
,v dx , — dx 

dx r: — ; — oder rr — ; — 
1 -f-3cx i-J-xx 

für jedes bejahte x auch ein d^rrdX« also 9)nX, 
für jedes verneinte X auch ein — d9)ii:dX« alfo -— yriX 
behauptet« *) und fiir jedem einzelen Werth des 
X = taa^ 9 aua den trigonometrischen Tafeln abgenom- 
men werden» 

u • $• 8« Eben deshalb • ^ weil hier etwa durch ett 
grofse oder zu kleine bejahte oder verneinte x irgend 
eine algebraische Unmöglichkeit für jene trigo« 
nometrische Formel nicht entstehen kann« schien 
auch gerade diese mir vorzüglich geschickt zu sejn, um 
uns auf das einfachste darzulegen, dafs wir die biswei- 
len so genannten unmöglichen Tangenten tang q> y — 1« 
in der That nur als ein iProdnct aus dem unmöglicheo 
Factor f — 1 und der allemal möglichen Tangente dea 
Bogens 9 zu benujtzen haben « um gewisse Formeln 
ungleich kürzer, als es ohne Vermittelung des T" — 1 
geschehen könnte, zu gewinnen, 

' Um die versprochene Vergleichung deutlich dar- 
zustellen« werden wir uns zuvörderst das dazu gehö- 



*") Da ich ausdrücklich bedangen habe « hier nur Bogen des 
ersten Quadranten in Anschlag tk/x bringen« fo würde es 
hier seine Richtigkeit haben « daCs der X kein anderes 
constantes Glied als o zukommen könne» Auch von man« 
chen geübten Lehrern wird dieses zu allgemein behauptet» 



> • 
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rige I o gar itfamfsche Differ^tial \ darch' Folgende 
Sehlfiaie TerscUaffen müssen. 

§» 4. Da i-i-xx, als r:(i + x) (1— x), in z\^ei 
solche Factoren sich zerlegen läfst « deren Summe» 
i-f-^-h^-'X^^^» ^^^^ X enthält: so^bat man. 

dx dx 

■■■ > ■ 7"" ■^■■11 i ■ 

1 — XX (i+x)(i — x) 
t^ I — X 1+x N , 

-ACx-hx). (i^x)+(i + x) (l-X)>' "" 

, 2 v»-h^' » — x^ a vx + x 1 — xy . 
±:.^ (d l«fl (I + i) - d (09 (i - X)). (XI. §. 3.) 

= i d (109 (1 + X) — hi (1 — X)) = 1 d lofl gl ; 

und so wissen wir von jedem d36 — ■ ■ - » dafs es* 

1 XX 

1 1 I X 

ein d3E^ m -* d (oa aeya-t und somit auch 

a ^1 — X . 

3E ~ -*- (eg ■ - seyn nlufs, ♦) -^ 

3 X - X 

$. 5. Indem wir nun vor Augen haben» dafs je- 

ji jv — ^'^ _ dtangy . 

des dX zr — ; ~ — , ^ \. v>, $ ein tngonometn- 

i+xx ^ir 0-^^69) 

sches» und dagegen 

jedes d36 n: -: — • ~ - d I09 • ein logarithmi- 

X ^~" XX 2 1 ^"^ X » 

sches DüFerentialist: so tritt die Frage ein, ob nicht 
das trigonometrische dX als ein logarithmisches Diffe- 
rential, qder das logarithmische d£ als ein trigonome- 
trisches könne dargestellt werden ; und hierauf wird 



*) Folglich CX. §.36) für alle x;>l ein mögliches 3B nicht 
mehr statt findet. 
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sich die merkwürdige Antwott ergeben» dals bddes 
für mögliche x darchiiua nicht, sondern pnr dairch 
Einführung unmöglicher Werthe des x Statt finden 
hann* 

Dean sollte die Zahl x ia\ logarithmischen dS eine 
solche Zahl p seyn , dafs ihr — fp zugeich das ^ xx 
im trigonongietrischen Differential dX ausmacht; so 

müfste ffZZ'^xXf also fTzT — xx zz Txx - 1 zr xf-i» 
zlgp f eine unmögliche Zahl seyn, wenn x im trigo- 
nometrischen dX eine- mögliche tang^ seyn soll* 

Oder aollte die Zahl x — tang9 ^^ trigonometri- 
schen dX eine solche Tangente /r'iBeyn, dars -\rff im 
trigonometrischen Differential zugleich ein — »xx im 
logatithmischen d3E abgeben könnie: so würde wie» 
.derum fznxT — i n: tangy, 1*— i seyn, also» wenn 
X eine mögliche Tangente bedeutet, p eine unmög- 
liche angeben müssen. 

In dic^m ^alle hat man nun das trigonpmetri« 
sehe dX zr 

d. xt^ — 1 dtangop,)*— i , , ^ 

— 7-7-3= — T7 = I . J- r. = d arc tangxr— if 

i-f(xr~i)^ i+(tang9) r— 1)* - ^ 

Hiild das logarithmische d36 = 

d. x|*— 1 dtangyT-r-i 

X— (xr-ip ~ 1 — (tangy r—iy ■" 

$: 6. Das trigonometrische dXn darctang^l* — ^ 
mnfs schlechterdings ein unmögliches Bogen differen- 
tial seyn, weil einer uemöglichen Tangente kein mög- 
. licher Bogen zugehören kann; und dafs das logarith- 
mische d3B IZ - d loa ^ "T* *"^ T [J^^ ebenfalls ein 

s ^1 — tangyl— 1 

unmögliches Differential angibt, ist sogleich dadurch 
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cinzüwhen, dab Ja dS = ^!^^ t? 

auch zz ' — ; zr r— !• d arc tang 9 wt. 

i + xx ®^ 

^. 7« Di€se beiden' onmSjjlicheA W^ühe 4es-dS 
geben oni il^ . 

folglich dyr: -xi-d loa '-±^^-S^r=lj 

weichet nnn die ' sehr bekannte viel gebrauchte For« 
. mel litt in yrelcher man vermittelst ao genannter un- 
möglicher Tängdnteii ein. mögliches trigonotnetriachef 
Differential auch einer logarithmischen Differential- 
form unterworfen hat. Wenn wir nun für die- - 
selbe abermals eine andere und solche Umformung 
anzugeben wissen , durch welche wir des von uns 
zu Hülfe gerurfenen )"— 1 wiederum völlig entledigt ' 
werden : so köqnien wir diesem Verfahren eine brauch- 

die 

bare Form für das mögliche Differential dX zr — 1 

° i + xx 

zu verdanken haben , deren eigenthümliche Nützlich- 
keit allerdings erst in der Integralrechnung von unt 
gewürdigt werden kann» indem wir dort erst einse- 
hen werden» dafs wir ohne diese heroistiache 
Hülfe de» unmöglichen Factors ungleich müh- 
samere Wege einschlagen müfsten-, um aus dem gege- 

benen dX iz — -. Auf diejenige Function X zu 

schliefsen» welche den veränderlichen Theil aller der 
Functionen X -}- C ausmacht » deren Differential 

— ' U o seyn könnte. 

14-xx * •" 

JJ. 8* Solch eine abermalige Umformung für den 
logarithmiachen Ausdruck unsers Bogendifferentialea 
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acp ~ ■■ ' d loa — —T — ' ' ^ — 9 Wird out nuo 
•doftth die in XJ, $.^6. erwiesene* Reihe • 

^bote^i / welche , ihr U=: lang 9« 1*— i geeeut , uns 
sogleich 

I , 3 5 ^ 

'Üio'dy =:a /ungg>~ | tgya + i- tgy» — Ijtgy» -^... 



• - 



$•9* Lassen wir das 9 in diesem Differentiale 
^fernerhin auf Kreisbogen im ersten Qtxadranten ein* 
geechrinkt : so folgt daraus » dars uhne allen constan^ 
ten Bogen 

yrrtangy —i-tangy^ ^itangy» — J tggp ''+.♦/) 

5 ö 7 

•ejn muu« 

' Eine sehr bekannte, merkwürdige Reihe, welche 

hier vermittelst der eingeführten so genannten un* 

tnöglichen Tangenten gewonnen ist, weil durch 

diese tang^«!*— i^x gesetat, eine Vergleichung zwi- 

dx 
sehen deni trigonometrischen dXn — ; und dem 

l +XX 

dx 
logafithmischen dSz:— — ^ konnte bewerkstelligt 

'werden. 

Dafs aber diese Formel nicht allgemein ist, 
nicht für jede gegebne Tangente den im ersten Qua- 
dranten ihr zugehörigen Bogen snsugeben vermag, 
sondern das Gebiet ihrer Möglichkeit auf die Tangen- 
tso von ~o bis tn-^i im ersten bejahten, und eben 
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•o von np bis üZV-^i im ersten verneinten Quadran- 
ten, also überhatipt auf die Bogen, deren yerinder- 
liche Gradsahl nur bis auf 45^ steigtt eingeachiilnkt 
•eyn mufs, ^rbejlet sogleich ^daraus 1^ weil die Sildg« 

^ lichkeit dir Formel (03 — ^, ZTäa ü +r [- -— -f-..,^. 

deren wir* uns aür Herlcitung mit bedient haben« auf 

ein U nicht ^ 1 < eingescbrinkt ist (XL jj 36.) , indem 

für jedes U von solcher Gröfse, es mag ein bejilhtes 

- 1-4-U 
oder ein verneintes seyn, _.. eine veme|nte ZaU 

aeyn würde; und verneinte Zahlen keine Logarithmen 
^ m&glieb habem -^ . 

Sollte man hingegen einwenden, dafs ja tg^^t** — i,' 
als eine iinmdgliche Tangente weder bejaht noch ver- 
neint sey! sq wird uns hier helfen, waa wir echon 
erinnert haben, dafs ja eigentlich tang^). T-*i, eine 
mögliche Tangente durch den unmöglichen Factor 
I* — 1 multiplicirt bedeutet; und dieser unmÖgUcha 
Factor nur .als ein^Findungsmittel eingeführt wird, 
welches vor dem Gebrauche der dadurch gefundenen 
Formeln sich wieder fortgeschafft haben mi^fsf kei- 
nesweges aber berechtigt ,seyn kann , während aeiner 
Hülfe anch negative Gröfsen eingeschwärtzt zu haben» 
WO diese zu der verbotenen Waare gehören, . 

$« 10. So gewifs es also ist, dafs unser d^), und 
daher auch 9, vermittelst dieser Logarith- 
menreihe entwickelt, des algebraisch unmöglichen 
|*—i. wiederum völlig 'entledigt ist; eben so gewifs 
ist es , dafs dessen Ausdruck durch die tang q> einer 
Logarithmen - Unmöglichkeit dergestalt unter- 
worfen bleibt, dafs derselbe bei allen veränderlichen 
tang 9^1 nur ungereimte Aussprüche für die Gröfse 
des dadurch bezielten Bogens einliefern kann« Im 
XVIIten Capitel , durch die Lehre vom Gröfsten und 
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Kleinsren y werden wir diese Ungereimtheit in ibrei^ 
Wirkungen vorfinden« Hier ist sie so eben aus ihren 
Gröndeh erkannt worden» welche darin bestehen, dafs 
das Irigonqmetrische JDifferential darctangx^er loga- 
rithmischen Differentialform unterworfen, nur bis sum 
xrr + i hin möglich seyn kann» weil negative Zahlen 
«icht logarithmiftirt .werden können. Obgleich es iob« 
. mer schon Mathematiker gegeben bat, welche mit 
Euler und Bernouille behaupten» dafs alle mög-, 
liehe Lögarithmisirung auf bejahte ^ Zahlen einge- 
schränkt sey: ao waren doch die Gründe ihrer Mey- 
^«ung aiöht sq einfaich und durchgrefifend » als ich mei- 
nes Erachtens in (X. $• 14*) diese Einschränkung erwie- 
ftk habe. So lange man aber über diese Möglichkeit 
und Unmöglichkeit der Logarithmen nicht . deutlich 
leiiuchieden war » . Konnte es auch leicht unbemerkt 

bleiben» dafs die obige Formel ^) über ^^zf^hin- 

aus ungereimte Antworten geben mfisse« 

. $« 11. Hat man diese Formel aus andern Grün« 
dfen» z.B« mit Leibnits durch die Reihe 

1 a — 1 — X* -f- X* — X* .•. gefunden 9 indem 

V 

Sias derselben» ihr xz:tang9> gesetzt» sogleich 

also Rieses Bogendifferentiäl dq> sich gerade wie vor*- 
. hin ergibt» und daher auch auf dieselbe Reihe 

9 = ung 9 -?i2i-2! -t- *'"gy' _ "°<t »' 

fiihren mufs: so wird man bei ihrer Anwendung al* 
^Jerdings es inne werden müssen» dafs sie über 
tang 9> ~ i_ hinaus unmittelbar nicht brauchbar sey; 
wird aber diese Unbrauchbarkeit ledielich' in der 
iDivergenz suchen. Indem man sich dann mit Euler 
Calc^differ. P.ll. Gap. IV. der Reihen für den Bogen 
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(g)«|-w) TZ airc taug (9 4" Ol) bediente, und dabei achon 

• • ■ < 

derBeqaemlichlieit wegep» ? ~r aetste, ao konnte 

jene von nns getfigte Unmöglichkeit der Reihe mibe- 
merkt bleiben; 

0« 12*' Lagrange bat .an aeiner Theorie des 
Fonctions analytiques, Paria iS^S* P^g« 38* t dureb 
aeine Eiktwick^lttngsmethode di^' Formel 

Are ungxr— 1 = (tangx — - tgx« +- tgx».,.).r— » 

J4- jtangx^ — ^ taug x^. 4-5 ****8** ••• 

TT. . 



< 



««- -r. ain x* — :•- nn X* — ^ ein x*i ^# • 
a 4 o . > 

gefanden* , - . * ' 

Um aua dieser Gleichnng auf eineni mSgli'cl^en 
Bpgen q> rr Are tangx zu scblieften , würde man ihre 
beiden Seiten durch 1*— -1 dividiren müssen. Da 
dann aber dieses 1* — 1 als Divisor der sweiten nnd 
dritten Zeile zurück bleiben müfste: so sieht man 
'Wohly dafs diese Entwickelung der Formel noch nicht 
geeignet ist , um sich des T-— i entledigt asn sehen« 

§.13^ Lagrange bat aich dazu eines Mittels 
bedient, welches uns nachher bei einer Eule raschen 
Schlufsfolge als richtig einleuchten wird, von ihm 
aber sehr misverstSndlich ausgedrückt ist« 

Da man die Wurzel f — 1 bejaht und ver- 
neint nehmen kann, sagt er, so lafst uns, da sie 
als -|" !*"• 1 i" ^^' obigen Gleichung schon vorkommt, 
auch als — |*— 1 in derselben Gleichung aufführen. 
Wenn wir dann die dadurch erhaltene zweite Glei* 
chung von der ersten abziehen: so erhalten wir eine 
Gleichung, welche durch fl)"— 1 dividirt, uns 

Are tatig X ~ tang X •— - tangx^ 4" ~ tangx*.«. gibt. 

3 5 
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$. 14. Aus unserer obigen Herleitung dieser For« 
mel werden wir deutlicher einsehen , wie * die mit 
Y*— 1 behafteten Glieder theils sich gegenseitig aufhe- 
ben y theils durch den Divisbr Tr^i t dieses Factors 
entledigt werden 9 und dafs wir die Gleichgültig« 
keit des +T"— ^ ^"^ — T" — if oder, 'welches noch 
ärger wäre, die bekannte Zweideutigkeit der 
Quadratwurzeln, dabei zu fordern, keines weges 
veranlafst sind. 

Sondern um das Differential 1 — mit dem 

i + xx 

darctanfirx 
Differential •■ — — ^ , welches durch logarithmische 

Differentiale ausgedrückt werden kann, in Verglei* 
chung zu bringen, mufsten wir das unmögliche 3c|*— 1 
statt des möglichen x ansetzen , wodurch wir 
d arc tangx T-i _ ^_, lfl£lil^ .^hielten. 

l+C^I^— 1) 1— XX 

Da aber in dem vorgegebnen ersten trigonometri- 
schen Differential, dessen Gli^d -|~xx nicht nur 
m + C+x. +x), sondern auch zr-f-(— x. — x) ist; im 
zweiten aufgeführten Differential , dessen Glied — xx 
nicht nur m — (4-x. + x)j sondern auch n — (— x.—- x) 
ist; der Zähler darctangx aber, wenn 1) ausdrücklich 
auf eine bejahte Tangente -f-x, und dann fi) auf eine 
verneinte Tangente — x eingeschränkt wird» im 2ten 
Falle leben so das verneinte Differential -1 dtp des ver- 
neinten Bogen« — 9, als im iten Falle das bejahte 
Differential -{-dtp eines bejahten Bogens 4*9 angebend 
ist, und jBeyn mufs: so erhellet, dafs wir, um auch 
für die verneinten Bogendiffierentiale die obige Ver« 
gleichung zu gewinnen, nothwendig statt des mögli- 
chen — x das unmögliche — xf* — 1 schreiben müssen, 
indefs wir dagegen für die bejahten Bogen statt des 
möglichen 4^^ ^a* unmögliche -^x|* — 1 schreiben 
mufsten. 

15 



f" 
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§* i5* ^ In keinem von diesen beiden Fällen ranCi 
von dem Factor T— i vermuthet werden, daCs «r ent* 
vreder ein -4;T— ^ oder ein —rl* — '^ •^7" solle, «on- 
dirn schlechthin der Factor T— i, der eben des- 
'halb unmöglich ist, weil er weder eine be- 
jahte noch eine verneinte Gröfse seyn kann» 
Und wo irgend in dem Calcul ein -f-IT— i, oder ein 
.^f* — 1 vorkommt, da mufs man sich jenes als ein 
U-i.(ir— i), und dieses als ein — \*{T — i) denken; 
ao dafs in jedem Falle die Parenthese eine Gröfse ent- 
hält, welche^ weder etwas bejahtes noch etwas ver- 
neintes aeyn kann, dessen unbeschadet aber die Sum- 
me aus beiden allemal zi (-|- 1— i), T — i izz o^ |"— i zu o 
•eyn mufs. 

$. i6* Zu mancherlei Gebrauche ist es nöthig, in 

der obigen Forn^el g.9. 

1 -I r 1 + tang cp. t*— 1 ^ ,- ,. 

dQ> — ~r= — d loa — ■ ; .^ — statt tang (p lieber 

.^i> ^ zu schreiben. Wenn dieses seschehen ist, und 
cosy *^ . . 

_ _ - • 1 , , cos cp -4- sin cp. T — 1 

man dadurch d$ — ■ j^ ■ d loa ^— ^ — w — J— x= 

21^ — 1 ^ cos 9 — sm y. IT— 1 

erh'alten bat; soll auch in dieser Formel der Bdgen 

jp nicht über 45 Grad steigen dürfen? 

Ich denke hierauf folgendes richtig zu erwiederni* 
Ob man vermittelst dieser Formel den Bogen (p durch 
cos 9 und sin 9« oder ob man ihn nach der vorigen 
JFoitmel geradezu durch tang 9 auszudrücken sucht, 
das würde doch' auf mehre und gröfsere Bogen (^ die 
Formel auszudehnen nicht vermögen» Daher ich ur- 
theilen möchte, d^fs schon aus diesem Grunde, die 
vom Herrn Hofr. Mayer in seinem Lehrbegrilfe 
der höhern Analysis, Differentialrech- 
nung $• 48., aiis obigem dy abgeleitete Formel für 
cos ny und sinn^ nicht, wie es ihm geschienen hat^ 
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auch für gebrochene Zahlen n, und alle Winkel 9 
als brauchbar erwiesen sey. *) 

§. 17. Unter der Einschränkung, dafs n keine 
andere als ganze, und bejahte Zahlen, in bedeuten 
brauche t können diieselben Formeln^ für cos ncp und 
sinn^), wie sie im £• 19* vorkommen, unabhängig 
von obigem BogendifFerential dgp lediglieh aus den 
beiden Sätzen, 

I) dafs cos 5 COS5P — sin^ sin 9) rr co*(5-|-5P) 
* und 2) dafs cos^ sin 5p -f- sin^ coscp ~ s^n(Ä'-j-y),ist, 
gefolgert werden; und diese beiden Sätze bleiben durch« 
aus richtig , S' und cp . mögen noch so kleine oder 
noch so grofse, und bejahte oder verneinte Bogen be- 
deuten, welche sie wollen» 

Um die.sämmtlichen da«u nöthigen Schlüsse mit 
Sufserster Kürze vor Augen zu haben; pflegt man sich 
iii der neqern Analyse wiederum, auch mft Recht 
und völliger Bündigkeit, einer unmöglichen Gröfse zu 
be.dienen; am besten hier des )* — 1. sin^ und 
y — 1« sin 9. Will man dieses unmögliche Sinus nen* 
xien, so wird man .hinzufügen , dafs jeder Sinus, weU 
eher gröfser als der Halbmesser 1 verlaifigt würde» 
eben deshalb ein unmöglicher Sinus zu nennen wäre. 
Aber da es für die vorhin gebrauchten lang 5p. f — 1 
dergleichen Ausdeutung nicht gibt, sondern diese et« 
was anderes nicht bedeuten können, als dafs eine mög* 
lii:he Tangente durch den unmöglichen Factor t*— 1 
einstweilen multiplicirt gedacht werden soll : so wird 
es auch hier das richtigste seyn, sich ebenfalls nur* 
mögliche sin 5 und sin 9, durch den unmöglichen 
Factor T— 1 multiplicirt verlangt, zu denken; da es 



*) Etwas mehr darüber habe ich 80 eben in ein^m für dit 
Isis bestimmten Aufsätze niedergeschrieben. 

15* • 
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dann sogleich völlig einlencbtend nK^ d^fs aus der 
Gleichung et) üiacb die Gleichung 

ö*) C08^, «iny. T— 1 + iin^. T^U cosy 
rr %^n(^$'\'^)).y — i folgen muf«; wodurch nun der 
T\nmögliche Faötor t* — l ein sehr bequemes Mittel 
wird, auf folgende Weise zu schliefsen, und dabei 
sehr bald die Gleichung i) benutzen zu können. - 

§. lg. Da(cosS-}-sin5.ir— i). (co894"»'"9*T — 
rr co§5 cosy — sinS sin^ -}: (co85 siny + ^^"-^ cösy). IT— i 
wegen i) und «*)* 

also — cos(5-|-9) + sin(5-|-9). r— 1 i«t I) 

sa niuFs 5 = 9 gesetzt, ' 

(co8y+*'"y* T — i)* — cossy -4- sin25p. T — i geben II) 
und srisy gesetzt, ^ 

(cos ay -|t sin 29. T— »)• (co« 9 + sin 9, T— ») 

— cos 39 + sin 39, r — 1 
wegen II) also auch 

(COS9 -f siii9 T—i)^ ZZ cos 39+ 8in39. f— 1 geben III) 

Hiebe] liegt es vor Augen , dafs man eben so 

auch Mfciter auf die 4^^» 5te Dignität, also überhaupt, 

unter dem Beding, dafs n eine bejahte ganze Zahl sej, 

auf (cos 9 + sin9, f — 1)» — cos 09 -f- 8inn9.ir — 1 

schliefsen kann .../•* N) 
auch, dafs man (cos 9 — sin 9. IT— i)*^ := cos »9 

— sinn9.ir— 1, welches .... 9?) 
heifsen ttag, erhalten müfste, wenn man in allen obigen 
Gleichungen statt des Factors T— 1 den Factor — T— 1 
gefordert hätte. 

§• ig. Da nun N-f-92 tins 

cosno) — cc Q^y +«'"9 r— 0"+ (cQgy— 8^"»r— 1)" 

und N — 02 uns 

^^ (COS9 -}- sin9ir— i)^ — (CO89 ^ 8in9 T — t)^ 
sinn9 _ ar— i 

gibt: so haben wir hiemit die bekannten, gewöhnli« 



J 
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ch^n Formeln für cds n9 und 6inn(p» mit Eule r, 
Intröd. in aHalysin infinit. T. I« §. 133. aus solchen Grün- 
den geschlossen» welche für jede beliebige Oröfse dea 
Bogena^) gültig sind, ^ 

^. 21. Die nten Potenzen in diesen Formeln» 
durch die gewöhnliche Binomialr^ihe entwickelt »ge- 
ben uns» des unmöglichen Factora 1"—i, völlig ^nt* 
ledigt» 

€08 n9 rr cosy™ ' — ^^^ cos5p«»-a ajng)^ ^ 

, n.n — i.n— 2. n— 3, ^« ^ - _a 

j^ ± cos 5P«-4 sm 9)4 . • • 

*• *• 5» T» 

n ' • n.n— -i.n-^2 __* • « 

sin ny rr - cos 9«*-' sin y — ■■ — coay""^ amy' 

, n....n— 4 ^^\- • • 

In dieaen {leihen — -^ rr tangy geachrieben» ge- 
ben sie auch 

^ /" n. n'-t-i. ^ « ' 

cos nq> zz cos y «*. ( 1 — — ^ — ^ tangy* 

, n.n-J-i.n— s.n— 3. . , N 

•^ -^ «^ Vß n.n— i.n— 2 _ 

airiny zl cosy*^. ( -tangy — tangy 

xl 1» 2. 3 

, n.n-^i.n — a.n — 3.0 — 4« » 1 "N 

jj. CS. Man fürchte nicht» dafs ea ao grofse 9 
geben könne» für welche dieae Reihen etwas unschick- 
liches angeben möchten» auch wenn n ein^ ganze be- 
jahte Zahl isti 

Sey sogar 9 r= go^ 9 also tang 9 zz 00» 00 iat dann , 
coay — o; und wenn m^n nun 2.B* für nirs 
cos 39 IT coa9^ (1—3 tang 9*) ::::: cos 9^ — 3.co893.tg9? 
ain39 — cosy^ (3tg9—tg9^) — 30089^ tg9 — coB^^.tg(p^ 



3 
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also corg. 90® r: 0.0.0 — 3. oa.i rro (u.Vorer.IX. §,ii.), 
"auch sin 5. 90^ rrs.o. i.x — i.i.irr~i ganz richtig, 
anch s.Bt'für nn4« ganz richtig CO84. 90^=1 und 
ain'4. 90^ = ganz richtig gefunden hat: ao liegt ao- 
^leich vor Augen, wie sich für jede andere ungerade 
oder gerade ganze bejahte Zahl ; selbst auch für 
tang^iroö» die Cosinus und Sinus des ng) richtig 
angeben müssen. 

Wenn aber n eine verneinte oder bejahte gebro^ 
ebene Zahl ist, so geht die Reihe ins unendliche fort, 
, und TOuf« für tang^p^-i sich divergent ergeben. 

fi. ?3. I^a 00. ^=::9 eeyn mufs, 

auch 0000-^1 n OOOC ; OCOO— 1. 00 --2. r: ÖCOCOO 
U.8.W» ganz genau ist (Vorer. IX.), da ferner nicht nur 

sinarc-3-—tangarc^, sondern auch tgarc-^— ^^ ^ 

geworden seyn, (IX»§.i6,)undco8-^=:co8o=i, also auch 

00 

, Teds -^ J m ^ m geworden seyn naufs : 90 ergibt 

sich aus §. 81, das dortige 5p —^, und nriOO gefor- 
dert, daf9 

- cos © z:: 1, (1 — - -^ — + ■ — 2: — 

^ \ 1.2 0000 ' 1.2. 3. 4. 00* 



6 tr\t 
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+ -> 



i.a.3.4.5.6.00* ' yi 

1.9 * i.a.3.4 i#2*s.4.5.6 * 

undfiin^r:?) ^- 1 ^--r-r JT^ß + ~«** 

^ ^ Xt2.3' 1.2.34.5 1.2.3.4.5.6 '' 

1^. 34. Aus §. . gefolgert, 

da&y.ar-x = l03^21£±«^£p=L* ist, können 
•^ ^ cos 9) — . sm jp IT— 1 
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wir 'auch behaupten, dafs h die Basis des Byperboli- *, * 
sehen Systemes bedeutend 

,y-^^-^_ cosy + sinyr— i c ' A 

n zz ^ ' ^ — scyn mufs; indem 

cosg? — smyr— 1 \ 

>a übeihaupty wobxr:L ist, A — I09I*. ä.i. rrlognatL 
seyn mufs, und umgekehrt, vro ^iizlogL ist, auch 
h^~L seyn mufs. (X, §. i«2.) 

Mehre dergleichen durch h ausgedrückte trigonO^ , 
metrische "Functionen,: welche dutch gehörige Behand 
lüng^ihi^es unmöglichen Factors zu entledigen -isind, 
werden in der Integralrechnung vorkommen^, 



« » 



Vierzehntes Qajyiteh 

Anwendung der Differentialquotienten "^j^ur Be^ 

stiminung der Tangenten^Lage. 

■ " '-.■"•«' 

§. 1. Auch schon in der Elementai^eopietrie' hat 

man Tangenten schlechthin, und trigononietri» 
^che Tangenten zu unterscheiden. Jede trigonome« 
trische Tangente AT (Fig^iö) ist nur ein Th^il ider 
unendlichen geraden Linie UO , Welche den Sreis in 
«A berührt, und in ihrer ganzen beiderseitigen Unend- 
lichkeit eine Tangente des Kreises in A heifst. 

Jede trigonometrische Tangente AT gehört dann 

nur solchen Bögen AM des Kruses zu» die ihren An« 

.fang in A» ^ihr Ende in M haben; und obgieicb für 

flcn Fall, dab AMrr9o6rad'(oder auch» n jede gans^e 

Zahl bedeutend) zz (4:0*4 + ^)*90^^^^ ^^^» i^n^Tan« 
gente AT, die nach Q hin gerichtete unendfitibf'grofse 
AO geworden seyn mufs; vtnd eben la die iftnendlich 

' ' ' ■ ■ ■ ' • . ■ f'f • / ■ • . • «fix , •■ f 
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groFse AU, eine trigonometrische Tangente %• B. fiir 
alle AiDt =r (+n.4— ij. 90 Grad ist: so würde doch 
jede von diesen einseitig nnendlichen Linien AO 
und AU nnr für die Hälfte von der zweiseitig un- 
endlichen UO etwa können anerkannt werden, 

$• fi» Anch. in dem allgemeinen Tangential- 
systeme» welches nicht mehr auf den Kreis einge- 
schränkt ist, wird bisweilen anter der Tangente nur 
ein bestimmte!^ Theil der unendlichen geraden Linie 
verstanden t von welcher eide Carve berührt wird« 

' Sey s.B« dieCanre» Fig^i;.» durch eine Gleichung 
zwichen Abscisse APrrx und Ordinate PMizy bestimmt, 
die wir hier, obgleich nicht nothwendig, doch hier 
ausreichend, ^allemal einander normal (rechtwinklich) 
annehmen wollen: so heifstMSdieTangente, wenn 
Ton der unendlichen geraden Linie, welche die Cur- 
ve in M berührt, die Abscisaenlinie AP in S ge« 
troffen wird« Neben dieser Tangente wird dann noch 
2) die Subtangente PS genannt, auch 3) ME, w^el- 
che der Tangente SM in )M[ normal, bis zur Abscis- 
senlinie hin , ^ gezogen wird , die Normale genannt, 
und 4) FE die Subnörmale, 

^ 3. Wir aber werden von diesen 4 Linien färs 
erste, bis wir dereinst zu den Berührungen zweier 
Curven, ihren Küssungen und Krümmungsmessern 
kommen, für jetzt hauptsächlich nur die Subtan« 
gente.FS auch in Hinsicht ihrer Grdfse und Rich- 
tung zu benutzen haben, um für die Tangente le- 
diglich ihre Lage zu bestimmen. Diese Lage 
^ber wird nun in vielen Fällen auf das bequemste 
dorch die . Gröfse und Richtung der Subtangente PS 
bestimpit^ indem ja die gerade (iinie SM, aus dem 
Endpiincte S der Subtangente durch den verlangten 
Berührjug^gßpuipict M gezogen r in der Tangente liegt* 
Nächst der Subtangente werden wir indessen auch 



\ » 
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von der Subnormale einen baldigen Gebrauch zu ma- 
eben haben. ' 



Lehrsatz. 

§. 4* L Die Länge der Subtangente FS 

dx v 
ist PSmy T-; aber IL die algebraische Gros- 

■ dy 

te^ die Länge und Richtung der Sabtan«* 

dx 
gente wird durch PS~ — yv- bestimmt. 

Beweis für L 

§. 5. Sey NM'— dy die dem PFürdx (welchem 
die.MN parallel und gleich ist) zugehörige Verände- 
rung der prdinätip FM = )r, schon sehr klein, aber 
noch nicht rzo geworden; so wird die durch M' 
und M gezogene gerade Linie die Abscissenlitiie in S' 
treffend, 

die Proportion M'N : NM =: MF ; PS' 

dx 
das ist dy:dx — y : PS' also PS' — —.y 

geben. Aber die Linie MM'S' ist noch eine S e c a n« 
te, von welcher die Curve in M. (bisweilen auch in 
M) geschnitten wird. Auf jeden Fall hat die gerade 
S'MM' mit der Curve/ aufser dem Functe M auch 
den Punct M' gemeio. Wenn aber dx immerfort Klei^ 
ner und kleiner bis auf n: o geworden, dadurch die 
Sehne MlVJi' immerfort kleiner und kleiner, und 
zum Functe M geworden ist: so hat sich die Lage 
der M'M8' der Lage der Tangente MS dergestalt ge- 
nähert, daf5 der Unterschied ihrer Lagen zzo gewor- 

dx 
den ist; daher die Subtansente FSzzy -r- mit dem 

. ^ dy 

Beding idt , dafs dx und dy jedes r= o geworden ee^. 
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Beweis für IL 

Die vorige Proportion M'N:NM'r=MP:PS' 

ist «-»dy: — dxir — y :PS*, i;v€nn 

man nicht blor$ auf die absoluten Längen, sondern auch. 

auf die Richtungen ihrer ersten drei Glieder achtet, 

durch welche dann aufser der Länge auch die Rieh- 

dx 
tung des 4ten jGliedes PS'n — yj- bestinqimt wird. 

Uebrigens schliefst man wie Vorhin» dafs die Sub- 
•ecante PS' zur Snbtangente PS werdend, und gewor- 
den seyn mufs» wenn man aich dx und folglich auch 
dy immer kleiner und kleiner werdend , und dadurch 
ZZ o geworden gedacht hat. 



f 
y 



A.nmerkung. 

§. 6* In der kleinen Schrift »»Formulae linearum 
aubtangentium et tangentium etc. Lipsiaei779/' habe 
ich diese Richtnngsbestimmung für die Subtangente 
Timdtändlicher erörtert , auch dargethan, dafs alle bis 
dahin von den Mathematikern versuchten Aüsdeutun- 
gen des =p in der Snbtangentenformel unrichtig, und 
•ich selbst widersprechend ausgefallen waren» Ueber 
Klügeis epäterhin dann vorgetragene Erklärung habe 
ich im Uten Anhange zu der Schrift: Formulae ra- 
dii oscuIatoriSf DreadaeißsS» mich ausgesprochen. 

LehraatZt 

§«7. I^ Die Länge der Subnormale F£ ist, 

* dy 

TZf-jf- and II) auch in Hinsicht ihrer Rieh- 

.lujifi' ist die Subnormale VEzzy^. 

dx 
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B e w. e i s f ü r I^ 

§. 8. In den rechtwmklichen und ähnlichen Drei« 
ecken SPM und PME ist 

PS:PMi=PM:PE 
d. !♦' S : 7 ~ y : PE , -wenn S die LSnge der 

Subtangente bedtuteti 

also y-T^: y rr y : PE, folglich PErry^, 



Beweis für JI. 

Soli die FE auch in Hinsicht ihrer Richtung ge- 
funden werden: öo ist dafür die vorige Ptoportion 
PS:PMrrPM:PE nicht brauchbar; - weil ja PS und 
FE entgegengesetzt, die beiden PM aber gleich ge- 
richtet sipd. Keine von den ß Proportionen 
' (+)PS:(+)PMrr(+)PM}(±)'PE 
und(±)PS:(+)PM — (q:)PM:(+)PE ist richtig für die 
algebraische Eichtungsgeometrie! 

nichtig dafür ist dagegen z. B* ' 

die Proportion SP : PM — PM : PE 
das ist — PS : PM z: PM : PE 

das ist - ^— V ^\ r PM— 

dx ^ ' 

y x: • y rr y :PE, also die Subnor- 



y^ i:PMr:PM:PE 



das ist 



dy 



dy 
male PE rr y j^ ; auch in Hinsicht ihrer Bichtung, 



Aufgabe. 

%. g. Die Subtangente PS und Subno-r- 
snale PE für öinen gegebnen Punct M in der Para- 
bel yy:=:bx, «seichenrichtig 2^u £ind€in* (Fig* 14.) 



> • 



\ 
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Auflösung^ 

$. 10. Für den gegebnen Panct M ist PM — y 
die Ordinate # der Abscisse APzux zagehörig. Da 
nun die Parabelgleichung yyrzbx, unentwickelt diffe- 

rentiirt (VII. $.50 un» aydyribdx, folglich ^ — — 

dx fly 
und — rz-r- gibt; die allgemeine aeichenrichtige 

dx 
Formel aber, für die Subtangente PSiz — 7 j- # ^^^ 

dy 
für die Subnormale PF = y-^ ist: so hat man für 

. dx 

die Parabel, die Subtangente PSn — y. ^ = — ^ 

ob 

rr — -r— n: — fix und die Sabnormale PE ziy. — zr -. 

b - ay 2 

Es ist demnach in der Parabel jede Subtangente 
PS. die Gegen gröfse der doppelten Abscisse AP, 
nämlich s mal so lang als die Abscisse, und ihr entge- 
gen gerichtet Jede ihrer Subnormalen aber ist dem 
halben Parameter gleich, und dem Parameter auch 
gleich gerichtet. * 

Anmerkung. 

§. 11. Der Parameter ABrib wird für die Pa- 
rabel allemal bejaht gerichtet angenommen , Wenn 
nicht etwas anders darüber ausdrücklich bestimmt 
wird. Wird aber von ihm verlangt, dafs er verneint 
gerichtet angenommen werden soll, so sind auch die 
beiden Schenkel der Parabel von ihrem Scheitelpuncte 
an durchaus ins Verneinte hinlaufend; und so ist 
überhaupt in jeder Parabel derjenige Theil der halb- 
messenden Axe, welcher vom Scheitel anfangend, 
mögliche Ordinalen hat, von da an dem gegeb- 
nen Parameter gleich gerichtet, es mag. nun 
dieser bejaht, oder verneint, oder auch in beider 
Hinsicht diagonal gerichtet seyn. 
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\A u f g a b e. 

JJ. 13. Die Subtangente PS für einen gegebnen 
Punct M oder 3)fi des Kreises yyiZ2ax — xx aei- 
chjsnriebtig zu finden« (Fig. 15«) 

Auflösung.. 

^, 13. In der, hier gegebnen Kreisgleichung ist 
Sa der Durchmesser AB, und der Abscissen Anfang 
in A, Für den gegebnen Punct M, er mag liegen 
wo er wolle, se'y PMZTy die Ordinatö^ und APnr 
die Abscisse. 

Die zeichenrichtige allgemeine Formel für Jede 

dx * 

Subtangente ist ZI— y -p Da nun die Kreisgleicbnng 

dx V 

difi^erenziirty uns aydyrrÄadx — fixdx, also -5--= — - — 

dy ,a-x 

gibt : so hat man , für diese l'irelsgleichung» jede Sub- 
tangente PS ZI— y.^-^n —-^» 
^ a— X a — X 

Da ferner in dieselr Kreisgleichung jede Abscisse 
für mögliche Puncte der Gleichungscnrve bejaht ge- 
richtet ist, wenn die gegebne Linie 2a es seyn soll, 
wie wir hier voraussetzen wollen: so ist die Sobtan« 
gente PS verneint oder bejaht gerichtet, je nachdem 
a--«-x bejaht oder verneint ist, also, je niachdem die 
Abscisse x kleiner oder grölser als der ^ Halbmesser 



ä ist;. 



Zusatz. 



§. 14« Ist xzia, also einer von den beiden, in 
der Figur punctirten, Fällen dem gegebnen Puncte zu- 
gehörig, so ist die Subtangente . 

PSz: — -^^ = — - ZI — 00 allerdings ! Ob nun 
a— x o ■ ° 



\ 



238 Cap. XJF^, Aitwend. der Dijferentialquotienten 

aber dieses — ÖÖ ^n ins Bejahte oder ins Verneinte 
unendlich fortlaufendes FS 'aey, dieses bann nicht 
eher entschieden werden, als bis man über die Rieh- 

219 

tung des — rr 00 entschieden ist. Diese Entschei- 

dang hängt offenbar von dem + der o ab.' Der sonst 
gewöhnliche Ausspruch, daCs die o sowohl bejaht als 
verneint sey, ist falsch (man sehe Vorerinnerung VII. 
$• 6,); sondern eine o aH und vor sich, ist weder 
bejaht, noch verneint. Wenn sie aber die Grän^&e 
von Gröfsen aosinacbt, die stetig bis auf zzo abneji- 
tneii: so mvfs sie als solche selbst auch für verneint 
oder bejaht geachtet werden, je nachdem die abneh« 
xnenden Gröfsen es waren. Vorerin. Vll.^.ß. 



'^Demnach hat man PSrr — — rr— (— 00)— +00> 
wenn im a — xnro werden, die x gröfser als a wa- 



ren , und dagegen PS ~ — -7— rr — OO » wenn , im 
a-^xzüo werden, die x kleiner als a waren. 

Erklär ^ung. 

$• 15. Hohl oder erhaben (concav oder con- 
vex) soll hier der berührte Bogen genannt werden, 
je nachdem er gegen die Abscissehlinie hohl 
oder erhaben ist. *) ^ 

Nicht nur in den beiden Beispielen, auf die wir 
80 eben die allgemeinen Formeln der Subtangente an- 
gewandt haben , sind die Bogen hohl, sondern es ist 
auch in der Fig. 13. für den Beweis der Formel ($«4.5) 
gerade ein hohler Bogen gezeichnet. Anfängern rathe 



•3 Weil es so gewöhnlich, und liier unscliädlich ist. Spä- 
terhin , bei Anstellung der Krümmungsmesser mufs eine 
verbesserte Abtheilung erörtert werden« 
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ich sehr an, nunmehr aoch denselben obigen Be- 
vreis für den convexen Bogen nach Fig« i6. sich an- 
schaulich anzuwenden* 

Bei den höheren GleichungsCurven» deren Ge- 
stalt uns noch unbekannt ist, auch in manchen Thei- 
len nur dem Verstände noch begreiflich bleibt, dem 
Auge gar nicht dargestellt werden kann, (weil, bei 
manchen Werthen der in der Gleichung gegebnen Gros« 
sen» sich in einen einzigen Funct zusammen zieht, 
was bei andern Werthen aus concaven und convexen 
Bogen besteht,) ist namentlich auch für die Bestim*. 
mung der Tangenten «Lage grofse Genauigkeit höthig, 
we^n nicht manche, wichtige Folgerungen 
unrichtig ausfallen, oder doch undeutlich und 
zweifelhaft bleiben sollen*/ 

~ $« 16. Das erste ^ Studium dieser höheren -Geo- 
metrie pflegt den Anfängern auch dadurch schwierig 
zu werden, dafs sie in der £Iementargeometrie le- 
diglich am Kreise Tangenten zu ziehen hatten, 
und dadurch veranlafst wurden, dortige blofse Zufäl- 
ligkeiten der tangirenden Linien,' als allgemeine we- 
sentliche Eigenschaften dieser unendlichen Linien auch 
bei allen andern Curven zu erwarten. Es wird den 
Anfängern viel Zeitaufwand und manches Misver* 
ständnifs erspart werden, wenn sie jener allzu ein- 
geschränkten Begriffe durch folgende Bemerkungen so- 
gleich mit Deutlichkeit entledigt werden* Was indes- 
sen die 5te Bemerkung betrifft, so dürften auch. ge- 
übtere Leser darüber^ ungewifs bleiben, bis sie später- 
hin es durchsehen, welchen Mängeln und Unrichtig- 
keiten in der gewöhnlichen Lehre dea Gröfsten und 
Kleinsten dadurch entgegnet wird« 

Nur an einigen Curven ist es, wie am Kreise, 
der Fall» dafs 



». 
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' i) jeder Panct der Curve nur eine eins ige 
Tangente hat; " 

2) dafs diese Tangente nnr den einzigen Panct M, 
in welchem sie die Carve berührt» mit derselben ge- 
mein hat; 

3) dafs jede andere gerade Linie # welche von der 
Lage der berührenden irgend abweichend durch den 
Funct M geht, überdies noch einen Panct wenigstens 
mit der Curve gemein haben müsse; 

4) dafs keine solche Linie, von welcher die Ct^rve 
in M geschnitten wird, zugleich auch eine Tan- 
gente, dieser Curve in eben dem Functe M seya 

' könne ; 

5) dafs jeder Punct in einer solchen Curve, von 
welcher eine Ebne stetig umgränzt wird, ein mittle- 
rer Punct des in ihm berührten Bogens sey, sondern 
selbst auch in den eben genannten Curven gar oft nur 
einen Gränzpunct des berührten Bogens ausmacht. 

Auch geübten Geometern scheine es entgangen zti 
seyn, dafs z.B. der neuere analytische Gleichungs- 
kreis, allemal aus zweien Zügen besteht, da hinge- 
gen der alte Euklidische Kreis freilich \nur einen 
einzigen Zug ausmacht; wie es aus den beiderseitigen 
sehr verschiedenen De&nitionen an seinem Orte erhal- 
ten wird. / 

§. 17* S^ebr häufig ist es allerdings der Fall, dafs 
die Lage der Tangepten durch die algebraische Gröfse, 
also durch die Länge und Richtung der Subtan- 
genten, sehr bequem und augenfällig bestimmt w^ird; 
wobei es dann sogleich einleuchtet, dafs die&e Lage 
auch durch die trigonometrische Tangente des Win- 
kels SPSM (Fig. 16. 15. 13.) bestimmt wird, und z.B. 
die SP als trigonometrischen Halbmesser angenommen, 
auch PM selbst schon die trigonometrische Tangente 
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des Winkels SP SM ist. ( Was' man in Hiniicht der 
bejahtea oder verneinten Riebtang dieses Halbmessers 
SU beachten habe, werde ich beibringen» wo in der 
Jl^ölge, ohne diese Beacbtang, Undeutlichkeit oder Vn- 
>ichCigWeit entstehen nssüfste , wie sie häufig genug 
auch bei den besten Lehrern entstanden» unbemerkt 
und Uttbeseifigt geblieben ist.) 

EbftQ so hinfig aber ist es einleuchtend» beson- 
ders bei swar parallelen» aber den Abscissen nicht 
normalen Qrdinaten» oder sogar drehenden Ordinaten 
und krummlinigen Abscissen» daFs man besser den Dif-. 
ferentialquotienten unmittelbar zur Bestim- 
^ung'der Tangentenlage benutzt; wofür der folgende 
Lehrsatz die erste und allgemeinste Begründung aus- 
macht; obgleich für jetzt wiederum orthogonale Coor- 
dinaten x und j dabei vorausgesetzt werden sollen. 

Lehrsatz. 

%. ig. Die inM von der geraden Linie berührte Curve 
MM' mag hohl (Fig. 17.) oder erhaben (Fig. 1 80 seyn: 

dy 
•o ist der Differentialquotient -p = tang/b(» wenn 

ft den ITVfnkel zwischen der Richtung des MNzrdx 
und^dtr Tangentenrichti^ng MT bedeutet. 

Beweis. 

$»19. Sey yrrX und X eine Function des x» von 
^ den uns bereits bekannt gewordenen» welche es wolle : 

•oisl^ rzp + Qdx + Rdx» + ••. 

NM' 

^* ^** Mlsr — P ^" Q^* ^" Rdx* -}-♦♦♦ ^^^ werdende 

DiflFerentialquotient» indem wir MN rr dx immerfort 
Ueiiiev und kleiner werdend» also auch die NM'mdy 

16 
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noch in der Anniherung an den Panct.M begriffaa 

uns denken« Sobald durch diese Annfiheruog, MN'ndx 

r= o geworden ist» folglich auch NM'zndy im FnncteAf 

Aich vemullt hat: fo haben wir den gewordenen Dlf- 

■' ^ • dy o 

ferentialquotienten -p ~ - == p ; und das lineäire 

NM' NT o _ j r u j 

iTN ~ SN ^ o P geworden, mufs eben da^ 

ET 
durch demjenigen Verhäkniaae — — gleich geworden 

ae3na» durch welches der Winke*! swischen der ME 
upd der^ tangirenden MT bestimmt wird, weil dieser 
Winkel weder gröTser noch kleiner als derje- 
nige Theil der noch veränderlichen Winkelgröfsi» 
NMM' seyn mufs, welcher von derjenigen Ver- 
änderlichkeit dieser Gröfse, durch welche dx und dy 
sammt MM' als Sehne und Bogen » * ~ ö geworden 
•eyn kann» unabhängig ist« 

Der mit dx veränderliche Theil dieser Winkel - 
gröfse mag nun eine mit dx abnehmende Vergröfse- 
rung (wie in Fig. 17« des concaven Erogens) oder eine 
mit dx abnehmende Verkleinerung (wie in Fig. x8» 
des convexen Bogens) ausmachen , $0 ist die davon 
unabhängig gewordene Tangentenzahl ZZjp; und daher 

der genaue Differentialquotient -p iz p rr ^^pn er tang 

trigonometr* ME MT zr tang /u , wenn die ME als tri- 
gonometrischer Halbmesser 'rir 1 gesetzt wird, also die 
ihr normale (dem normalen dy = N!Vl^ pa.ralJele) ET 
die trigonometrische Tangente des Winkels /tx . aus- 
macht. 



Zusatz. 

Die Länge ME kann dabei nach Belieben ange- 
nommen werden ; ihre bejahte oder verneinte Bich- 
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tnog betreiFend« sollen in Hinsicht der dabei' mit an- 
salegeoden trigono.metrii}chen Scala merkwürdige \Sd^jc^ 
nungen« wo «ie nüthig werden , erfolgen; eben eo 
auch ihre Richtung für verschwindend« krummfinfge 
dx l>eueffend» und eben so auch lue geradKn}ge dx, 
wo deren Richtung und Oegcnrichtang efnen ver« 
steckten Einflur» hat. Für die nächatcn i^uweodungen 
aber ist nur oöthig wa bemerken s 

i) dab des werdenden Difterentialquotiienten un- 
abhängiges GH^d p allerdings nicht selten selbst auch 

^o seyn kann, und* dann durch ~ n tang u rr o 

hier, durch /^~09 wie pbeix S« 13,. durch die unendlich 
gtoftc Subtangente^ bestimmt wird, dafs die tangi« 
rende MT der Absei sse nl in ie parallel ist« 

dy 
ü) Difs eben so häufig aujch. ^- =: tang /x ;i: 00 

aUo iA,tn QO Grad sich ergeben kann » also die tangi- 
rcnde MT der Abecissenlinie normaV ist* 

'3) Mag man schon vorläufig bemerken, dafs durch 
diese Üifferentialmethode lediglich die tangirende Li- 
nie für denjenigen Gurventheil MM' bestimmt 
* werden ^^nn und soll , der mit dx immerfort kleiner 
und mit dxzTo geworden^ selbst auch rr o geworden 
ist« Dergleichen Cucventheile aber kann es in. einigen 
Gleichungscurven ihrer mehrere geben* Schon in der 
Parabel gibt es dereu an dein Scbeitelpuncte ihres 
»wei, AM und ASDJ' (Fig. ig.) 

B, e i s, p i ß l e. 
I» An der Parabel 7y~bxy Figig» ist überhaupt 

T- l^— » also tang /4~— die trigonometrische Tan- 

gentenzahl des Winkels ,* zi MN MT' = MEMT , wo- 
durch die Lage der tangirenden MT bestimmt wirdt 
Iddiglidl» für den Sogen MM' 

16* 
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Liegt M im Scheitel A» so ist APnx =:o und 

b 
PMnyrrOi also in absoluter Gröfse tang/^r: *— zz. 00 

und daher /izrgo^ sowohl für den unendlich klei- 
nen Bogen AM'« der dem unendlich kleinen 4~y *^* 
geh&rtt als auch für den unendlich kleinen Bogen 
ASK'» der dem unendlich kleinen — y zugehört« 

Indem nämlich den bejaht gerichteten Abscissen 
AFz:::(-fr)x auch ein (-{-jdx sugelegt wird, falls nicht 
das Gegentheil ausdrückUcb erinnert ist (III« $.30.)» hier 

also dy ~ — dx bejaht oder yemeint aosfallen mufs, 

• (T) dy b 

je nachdem es 7 ist ; so hat man ) 7 v / ^ •= — • >^^o 

^ ^ <+)dx +ay 

tang/(4 bejaht oder verneint für ^y oder — >y. Auch 
in A für +7 iz ^To hat man also tang/^rr ^OOt w^o- 
durch es nun bündig und S7stema tisch*bestimmt 
wird, dafs AT die Tangente für den unendlich klei- 
nen Bogen AM! und dagegen k% die Tangente für 
den unendlich kleinen Bogen A3R' isu 



Fünfzehntes CapiteL 

Allgemeiner Ausdruck für alle algebraische und 

transcendente Functionen. 

<K ß 

§. i. Einige Lehrer mögen A -^ Bx -[' ^^ 

4* Dx*^..« andere aber Ax* + Bx'^ -j- Cx^ + Dx ..» 
ala die allgemeine Form annehmen, welcher jede Fun< 
ctian dea x könne unterworfen werden ; beides ist ei- 
nerlei ; denn in beiden Fällen soll jeder von den Coef • 
&cienten Ai B« G ^ • % bald diese bald jene GrCbe, wenn 
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•ie nur kein x enthält^ also 4iach o seyn' können; und 
die Bedeutung der Exponenten «»ßf^..« toll «o tllge- 
mein seyn» al« sie für das allgenieine Binomialtheorem 
kann erwiesen \Yerden « also völlig allgemein. 

Bei der letzten Form mufs man daher es aasdrfick« 
lieh voraussetzen, ^dafs eine von diesen Dignitftten^a. B* 
die m auch =;;:o genommen werde, falls die Fanctioa 
auch Glieder ohne x enthält und. enthalten müfs,; und 
bei der ersten Form setzt man voraus,' dafs gerade 
A = o gesetzt werdep solle, falls die Function kein 
Glied ohne x in sich hat. 

In beider Hinsicht .wollen wir lieber 

A 4- B'x + Cx*^ + Dx ... als die allgemeine Form 
ansetzen f welcher jedes 7, das, eine Function von x 
ist, könne gleich geachtet werden. 

^ $• 8. Keinesweges soll damit behauptet werden, 
dafs jedes j ^ es möge eine algebraisdie oder irgend 
eine transcendente Function des x seyn , als solche, 
durch dergleichen Form ganz genau könne dargestellt 
werden. Selbst auch bei der gewöhnlichen Form des 
binomischen Lehrsatzes (Vorer, V. ^. 1.) die z. B. für 
die Einformung des y' ^ (x -j- Ax}™ g^n^^ allgemein 
gebraucht wird, und nach welcher 

(x + Ax)" r:xn + n X«-» Ax + -^ ^ x"-^ Ax* +. . ♦ 

sich ergibt, kann die Abgleichung gana» genau richtig 
nur für diejenigen Fälle seyn, da n eine ganze be« 
jahte Zahl ist. 

£ben daraus folgt, dafs auch (x-f- Ax)'^ 

« 

1 
n . 



n.n— 1. 



(x-f An)" ~ X« + nx«»-«Ax + -^ ' x«-« Ax* + ... 

1. 2 

ebenfalU ganz genxiu richtig seyn mufs, wenn -^n 
eine verneinte ganze Zahl ist, indem dann in dem 
hergeaetaten Bruche der Nenner mit dem nten der 
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nachfplgenden Glieder genau beendigt wird. Gleich- 
wohl wird eben dieses (x4-Ax)'"f ^^^ obfgen ersten' 
Binomialreibe nnterwörfen, eiiie nnendltche Anzahl 
von Gliedern verlangen» die als solche nicht durchaus 
angewandt werden kann» und» irgendwo abgebro- 
chen , die verlangte Function nur hinreichend genau 
anzugeben vermag, falls die Reihe convergent ist» 
Die tratiscendenten Functionen aber heifsen ja eben 
deshalb transcendent» weil es das Vermögen der Alge- 
bra überschreitet, sie ganz genau auszudrücken; uud 
man daher zufrieden seyn mufi, wenn man sie durch 
eine algebraische unendliche, Naber hinlänglich conver- 
girende Reihe auszudrücken weib , um die franscen- 
dente Gröfse hinreichend genau bestimmen zu können« 

$• 3. Die obige Behauptung, dafs jedes 7 ^ wel- 
ches eine Function von x ist, in dieser Hinsicht als 

ein y — k + Bx^ + Cx*^ + Dx^ + ... auch für die 
Differenzen- und Differentialrechnung könne behandelt 
werden, soll daher nur verlangen, dafs man dieser 
Form eine jede Function von x, wenigstens durch 
Näherung genau genug unterwerfen könne, um auch 
für die Differenziirung und Differentialisirung behaup- 
ten zu können, dafs auch Ax — A» Bx*^ 4" A^Cx*^ 
-f- A« Dx « « • also auch der Differentialquotient 

dy _ dJBx^ d^Cx'^ d.Dx^ * 

dx dx ' dx dx «^ '*• «'• 



§• 4. Da es nun bei dem Differentialquotientep 

-^ , und eben so auch bei dem zweiten -r-f 1 dem 
dy dx^ 

d^y 
dritten. ^3 u.s.w. eingeführt ist^ das dividirende dx 

allemal bejaht anzunehmen, auch dieaes bejahte dx' ei- 
nen Zuwachs der absoluten Gröfse des x, also das 
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IregelmSfsige Dii^Ar^titial austtiäcbt :; «o ist es y öbgildicb 
rticin nothw«nd%^'doch^nitli8ani.,*.aucb für •die :allg0« 
tmine Fofm-no (ordern » dafs jede» ihrer x die alitp'* 
Ibte Grobe des xiYigebe, :- also -ßilla man eigentli^li 

B ' * ' ' -AB 

^. B. ein (— x) habe, sieb dieses als nf— i) 



X SU 



fi 



denken, xinjituB den Factoc <— >} « er mag bejabf 
oder verneint^'. oder anch unmöglich eeyn, dem Qoef« 
&Qienten.fir.ein?iärleibt zu.fQr4iern« 

^. 5. Bedenkt man, wie tttaficherlei Umformungs- 
methoden zuvörderst scboh fiir>die mancherlei alge« 
brariftchen Functionen anzuwenden sind, um sie jener 
allgemeinen Form zu unterwerfen , und wie vielerlei 
Arbeit 4azii gehört, um diejenigen transcendehteti 
Functionen z.B. ynisinxj yrrlogx, welche man be- 
reits in dieser Hinsicht gewältigt hat, ebenfalls dahin 
zu bringen: so sieht man ein, dafs die Richtigkeit 
jener Behauptung vermittelst der Induction erst aiii 
Ende der Wissenschaft könnfe gewürdigt werden; 
der Anfänger also darüber inductlv gewifs nicht wer- 
den kann; und der Meister nicht eher, als bis er alle 
ihm möglich scheinende transcepdenten Functionen in 
dieser Hinsicht umfassen zu können etwa glauben 
möchte ! ! - ' i 

Alles aber was man von Vorne her für diese Be- 

baupiuDg-8ag;en kann, ist . folgendes. Da jene allge- 

, meine Form für jede Addition, Subtraction, Multi- 

^pliciruh^, Dividirung und für die Fotenzirung, der- 

.^estalt anstellig ist, dafs darunter auch jede Verbin- 

. düng zwischen Foteqzerhebung und Wurzelziehung 

begrilFen wird: so würde wohl eine Function, wel- 

che dieser Form auch nur annähernd nicht einmal 

empfänglich w9re, überhaupt nicht geeignet sejn» un- 

serm Calcul unterworfen zu werden. 

Freilich ist ea wohl um vieles deutlicher eiiüeuch- 
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jtandt dab allea, was eine algebraiiche Gleicbiing alt 
solche yerlangen kanot asch durch alg^braiache Ope* 
radonen angeblich seyn uüite; und die allgemeine 
Anfldiong der Gleichangen hat man gleichwohl noch 
nicht KU finden vermocht! r 

§• 6» Indessen ist et in Hinsicht )ener allgemei- 
nen Form gar nicht nothwendig, dala man eine 
Function» die man der Differenaiirung unterwerfen 
will • im Voraus jener Form auch wirKlieh tinterwor- 
fen habe: sondern wenn wir diese Unterwerfung als 
möglich voraussetzen: so ergiebt sich daraas die* vor- 
treffliche Lehre für das formvollständige ffenaue Dif- 
ferential dXr dafs man dieses darzustellen wetCi» 
wenn man nur die Oröfsen der genauen Diffis- 
rentiale dX, ddX d^X u.s.w. gefunden hat. Auf diese 
Weise werden wir nicht nur bei ein%elen Fuiictionen 
des X dahin gelangen , dafs wir von der vorausgesetz- 
ten Möglichkeit jener Form« durch ihre vorgefundene 
Wirklichkeit überfahrt werden ; sondern es dürfte uns 
auch nachher gelingen, die Allgemeinheit jener Form 
bündig zu erweisen« 

$•7« la t h T 9 a t z. 

j sey irgend eine Functi.on des x» wel- 
elie es wolle; 

tpenw ynA + Bx^ +Cx'^ +Dx* +,.^ist, 

also y + Ay = A+ B(x + Ax/ + C(x + Ax)"^ 

4-D(x-f-Ax) + ... seyn mufs» indem Ay die 
durch Belegung des x mit Ax bewirkte Be- 
legtheit der Function y bedeutet: 

so ist Ay = :r Ax H ^ ax* 4 ^ ax* 

dx * 2. dx* ^ ' 2.3.dx^ 

+ 2.3;4dx4^^+-- 
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B e v) e i St^ 

(• 8* ^^ vermöge der ersten Binomialreihe • die 
pignhäten /3, y, a. 8. w* mögen eeyn, was sie wollen, 

.l.oA.Bx^=B^xf^'Ar+B^-^^x^-=Ax» + ...." 

. . 1 1. 2 

..,•■. • 

aiicb A*Dx sD-x ,Ax+D — i^x Ax* -{• 

und s.w. seyn initrs,. 
so hat man 

denn es mufs ja Ay = A-Bx^-f A^Cx'^rj-A^Dx +.•• 
also auch dyzid.Bx^ + d.Cx'^ -|- d.Dx +.•• seyn» 
Das ist ^= B/3x^~* + Cyx'^~* + DSx^"V... ' 

j-|-r± B./8./8-I.X • +C*y»v-i,x''^ -j-D,5.5-lx +..4 

^=B./8.;8-,.^-ax^-3 + cv.v-:».y-«.-^-' 

und s^ w. 

Zurufs 1. 

$• 9» Ans den Aiisdriic]ken des -rr» des -p|- ii«8.w« 

im Beweise liegt vor Augen» dafs darunter die von 
uns .schlechthin so genannten ersten» zweiten etc. Pif- 
ferentialquotienten zu verstehen sind» welche nur 
noch die Gröfsen der genauen bifferentialqnotienten 
allemal angeben» nicht etwa auch formenvollständig^sind. 
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• ■ 9 

Z u M a t t "2. 

• • ■ • ■ . . 

S..10. Da das A^ im' Lefamtze' jede noch bo 
grofse oder noch so Meine Gröfse Haben ^«nn, nur 
^afa et als additiv zum x^ dieser Grofae telbit 
gleichartig, und so oft et in der Reihe vorlioniait, 
immerfort sich selbst gleichbleibisnd sejn mars: Jio 
kann man für Ax auch das immerfort kleiner i^eu 
dende Differential 'dx gewählt vei4angeff« d«di fiilr 
das constante (Ilf. $.87.) wie es die Ausdrücke des 
%Yrfi\t§n und- dritten Differentialquotienten d^rlegem 

So lange nun dieses für Ax gefiiväblte Differential 
ooeh ein 'dx seyn, noch in seinem dem rro sich inr- 
merfort näbernden Gröfseo gedacht werden soll; so 
hat man auch statt Ay noch das Werdende Differen- 
tial \dy 

also 'dy ü J^ "dx + ^^ 'dx^ + -^^ 'dx» + . . . 

> ■.-■•* 

Zusatz 3. 

0. 11« Erst dann, wenn auch 'dx zu ~4x!r:o 
geworden sejn soll 9 

hat man äyzzdy -A i H ^ + -^— jl- 4- . . . 

*Wo nun das cly der linken Seite das forn^envollstän- 
dige genaue Differential .der Function y, das äy der 
rechten Seite nur die Grobe ^esfielben, und eben so 
d^y, d^y ..♦ das zweite und dritte schlechtbin so ge- 
nannte Differential der Fonction. also dessen. Gcöfse 

* '* 
bedeutet« 



VI. i 



$.13. Beispiele. 

1. Scy ynx^, so ist dy±:3x*dx ; ddy~6xdx* 
dx^;d*y — o 
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also ä^x^rrSx^dx + Sxdx^ + dx', wie Vir es oben 

ans A. x3 ~ 3x* Ax + SxÄx* + Ax^ gefunden haben. 

. a. Sey Üt: (—x)n so ist dj:=: 3(^xy, J. dx 
=— 5 (— x)^ dx ; 4dy = — 6. (— x) dx,— dx — 6 (^x)dx* 

und d3y — 6.dic*. — dx rz— 6.dx^ . . ? 

also d. (— x)^ :il— 3 (— x)* dx + 3. (— x) dx* — dx» 

auch iz— Sx'^dx — 3xdx^ — dx^, wie es 

«w Ar(— x)^r:*-3x« Ax— 3xAx* — Ax^t i^ls der fe- 
gelmäTsigen Differenz , welche rr [— Cx + A^)] ^ 
— (»-^x^'nC— xw^Ax)^ — ( — x)^ seyn mars, ebenfalls 
sich ergeben miifste. 

3. Sey yirx»j so .. ^ \ 

ist dy — n X**-"* dx ; ddy rr n, n — i. x«*-« dx ; 

d^ynn.n — i.n — a.x**"-5dx; 

n n — 1 
aUo Jx«=:nx«^-»dx + ^ x»-« dx* • ^ 

n.n-i.n-fl. ^„_^^^3 

* !• fl. 3 

wie wir ebenfalls oben (VL $• i.) aus der allgemeinen 
Differeilz A*x>^ es gefunden haben. 

Zusatz/^. 
$; 19« Ueberhaupt kann man aus ^ 

•^ * ^1*2 ~1. 2,3 ~ !♦ a.3.4^ •*• 

• , , q. dz^ , .r. dx^ , s. dx* , 
als — pdx +-i— '■ h r + ♦.• 

ir A _ A I q*Ax^ , r.Ax^ , S.Ax* , 

auf A/yii:p.Ax+ ^^-== \- " A = h .♦• 

■ *^ ^ * 2. 3 Vi. 2, 3 ^ 1. «♦ 3.4 ' 

schh'efsen, also auf diese Weise die allgemeine 

Differenz einer jeden Function y finden» 

sobald man die Function anhaltend auf x 

zu di ff erenziiren, das heifst« nach ihrem 

geifundenen ersten Differentiale dyrzpdx, 

auch ihr zweites d^yizqdx^f auch ihr drit- 
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%^ 



tes d^yrrridx^ und •« yr.^ oder mit andern Worten, 
nich ihr^m aufgefundenen ersten Diffe- 

' dy f 

rentialqi^otientenT-irpff auch lÜfren swei- 

ten T^^Z^Qt und •«mt« sn finden weib; und nun 

-wird es bei den ^ allermeisten Functionen, insbeson« 
dere aber bei den transcendenten der Fall sejn, dafs 
auf diese Weise ihre allgemeine DiflFerenz ungemein 
viel leichter gefanden wird, als wenn man ihr*x 
sogleich mit Ax belegen , und vermittelst der gemei- 
nen Analyse verfahren wollte. 



■>^ • > 



^. i^n B e i s p i e l e.^ 

i^Sey yzztmZf nämlich rr sin arcz» ..sp w^ifs 

man (lX.$.ioOf daf« dyz:cosz,dz;ddy— ~sinz.dz*; 

, ^ -. sin z 

d3y=:-co..dz3;dV=:_^_^ 

, , • * cos Z* sin Z _ , COS Z .- - 

also d. »mz — — - — dz -dz* — r dz* 



i.z 



1.Ä.3 



, ^ . _ C08Z. ^ siuz • cos z 

auch A»"nzn A« — A^i^ -^ -^ — Az^ 

+ ■ 2-7AZ* + ..# 

' i.a.3.4 

5. Sey y!r:Iö3x, so wissen wir aus IX. §.3,, dafs 
• dy jn dx* -, dx' -, dx^ 

und s* w« , ' 

- , - dx dx* , dx'' dx* 

^ X 2x* ' 3x* 4x'* 

u A r^^ — Ax Ax* , A x^ A x^ 

auch Alog x n •— r + -r^ — T^r ♦ ♦ • 

- X 2X* ' 3x^ 4x* 
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6. Sey 7 rz (od >.. . ^-^ • «o wissen wir 

^•r» ^y = ~;:rfe^ i.t. folglich ady - ^(^jj^a ^^ 

also ayr: . ^ ^; + n ^/ 2 5n3 *^~ ••• *•*• 

tind auch ans diesem dy kann man soglieich aaf A7t 
wie' allemal schliefsen, weil ja im formenvoUständi- 
gen Differential jedes seiner dx, obgleich es schon 
~o geworden seyn soll» doch noch geschrieben Aä' 
ateht« Mag immerhin die Auffindung der folgenden 
Glie^pr für diese Function sehr mühsam seyn;/ wie 
ungleich mühsamer müfste nicht sogleich die Arbeit 
jiüsfallen» wenn man sie durch endliche Differenzii« 
mng unmittelbar für ein allgemeines A^ finden wollte! 

Anmerkung» ^ 

I • _ 

$• i4* I^ aber bei allen unseren Differenziihings« 
regeln, das regelmäfsige UrdiiFerential dx, als eine B e- 
1 e g u n g der absoluten Gröfse des x vorausgesetzt 
wird» also die dynpdx ; ddyzzydx* u.s«w« dieser 
Voraussetzung gemäfs gefunden werden ; so m^ufs nun 
auch aus unserm 

obiisen dy = dy +^ +--I +-_Z^ . . . 

~ pdx + -i— -^ -1 — — - ... allemal \ 

em A»y = pAx-f-i-^^ — ^^ +-^^ .^. eich 

ergeben, welches ebenfalls die regelmässige Bele- 
gung seines x voraussetzt, nämlich die absolute 
Gröfse des x mit einem Zuwachse Ax, also jedes -f-x 
mit einem 4" Ax» jedes — x mit einem — Ax belegt 
fordert. 
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354 Cap. XV. AUgmn. Auadr. für alle Functionen. 

^ u a a t z S» 
$. 15« Dage^^en mnCs nun 

Öy=— dy-f — i — — ^ + 



a Ä. 3 ö. 3- 4 



• • * 



• , q dx* r. dx^ , s.dx^ . 

.1.0 .«ch 2)7=-pAx+^4 — j +^t4-- 

•ich ergeben 9 wenn b das formenvollständige Diffe- 
rentiale t und ^ die Differenz der Function bedeutet, 
welche ihr x mit dem gegenseitigen Urdifferential» 
und der gegenaeitigen Urdifferens belegt fordern^^enn 
da diese gegenseitige Belegung die Gegengröfse der 
vorigen regelmäfsigen ausmacht, so hat man nur, wd 
ungerade^otenzen des dx vorkommen, das Gliederzei- 
chen umzukehren* * 

Anmtr.kung. 
0. \6. Indem man nun 

Jyzzpdx +31 dx* + ^ dx» ^ 1- dx^ + •.. 

und dagegen 

Dyir — pdx+idx* — -^dx3 1- dx* — ,.. 

befolgt, so mufs in beiden fällen die absolute -Gröfse 
der p, q, r « « . durch die ganz ig^wÖhnlicben Differenz 
BÜrungsregeln gefunden werden , welche dx als Zu- 
wacbs der absoluten GrÖfse des x voraussetzen. Da- 
her man nun auch die endlichen Differenzen . 

«„d »r = - g . A. + Ä. ^.. _ _|:r_ ^,, ^ 

nicht nur durch die gewöhnlichen Differenziirungs- 
regeln findet, sondern auch die schon oben erwähnte 
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^B^^^ivtdi^n bleibt 9' data in allen Differentialqaotien- 
|e^ ;4ap^,diyidjreo4e Urdlffer^ntial von absoluter, also 
]iac|i Jbj^jahter Ordfse angenommen wird. 

. ' Z u s a t z 6* 

•:t rr §. 17. Peifse nnn , y , was aus y wird, wenn 
x-|~A3^ statt der abdoluten Gröfse seines x geschrieben 

^§t,,;t|od .dagegen y -yiras aus y wird, wenn x-rAx 
statt der absoluten Gröfse seines x geset&t ist: so hat 
man auch 

(+AX). sy' .: a^ , _ d3y 

y rr y + t-Ax H ruAx* + -^q Ax^-f +.•» 

,. '' • ^ dx- * i.adx-* ^ i.a S^dx^ "^^ 

IKdcfh^jS der berühmte T.aylorsche Satz ist« 



Anmerkungen. 

'^' ' $• ^8« Allerdings kann man sagen, dafs er schon 
tnl I>ehrsatze $.6. so gut als aufgeführt, folglich dort 
schon erwiesen sey. ' Indessen siifd nicht nur die Zu» ' 
•ätte# welche wir nachher aufgeführt haben (an sich 
wissenswürdig und practisch nützlich ) bisweilen be» 
Quenifec zu gebrauchen: sondern wir sind auch, nun 
gesichert,, diesen Satz in Hinsicht seines ip durchaus / 
richtig zu verstehen. Dagegen würde man na^h dem , 
gewöhnlichen Vortrage der DifFerenziirnngsregeln und 
des Taylorachen Satzes gar wohl y^ranlafst bleiben^ 
zu behaupten , dafs man z. B. 
für yn( — x)3 das y' zz (— x-J-Ax)^ 

'-^^^ , dy , dV . . d^y . 

als y r= y + V^Ax H irrAx* -4 ^a Ax' 

finden müsse, welches 

aber rz (— x)^ — 3x^ Ax — 3xAx^ — Ax^ sehr unrichtig 

. (t-Ax) ^ ' ' 

statt (-x)^ r:(-x)3+3x*Ax-3xAx'+Ax^f»»««^«awfiT«itr 
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$. ig. Im ^folgenden CapUel werde fcli Tk^Flon 
Reibe unbedingt, obne eine allgemeine Fornei de^ y 
vorausgesetzt su haben , erweiten ; daher dann «ben 
so unbedhigt auch erwiesen tejn wird'» dafa ^ 

jedes Ay = pAx+?-^+— 5-+^:^.-- ilto 

jedes 7f dessen Diffet'entialquotienten piq;r;«# wir 
stt finden wissen • der Reibenform 
pAx + QAx* + RAx^ + SAx* ••♦ unterwerfbar 
ist; indem wir sogar wissen, dafs man eine dieae^ 
Reiben wirklich hat» wenn 

Eben 80 unbedingt ist uns hiemit, und eigentlich 
schon durch noch leichtere Schlüsse, auch die Allge- 
meinheit 

des Jyrrpdx -|- Qdx* + R^x^ • • • «'»^ 
aocb des dy =r p dx -}- o erwiesen ; und an dtesj^r All« 
gemeinbeit wird tms bei den allermeisten Absichten 
des Differential - und Integral - Calculs ungleich 
mehr als an der allgemeinen Form dea 7 
selbst gelegen aeyn! 

$. so. Eine ungemeine Erweiterung wird diesen 
unbedingt erwiesenen Formen dadurch zu Tbeil, dats 
eben so gewifs auch , 

Jedes dy = pdX + ^dX* + JLdX« + ••• 

aeyri mufs, wenn wir 

p — ^ » q rz T^ u. 8. w» gefunden , nämlich y auf x 

noch nicht, sondern nur auf X, irgend eine andere 
Function des x, differenziiren konnten oder wollten, 

$. si. Aas dem unbedingt erwiesenen 
Ay=:pAx + QAx* + RAx» ... ($. ig.) würde «Idi 



Hün bündig darthuki laasi^A» dab. {edes y welches man 
auf )c zu di^erenfeiiten ilireifsf fOgar al6 ein yrf A 4- Bx 
-{■ Ck* 4- Dx^ -1' «^^ kftnne da)igedtelUr nlmlich die- 
aet Foipm könne unteirvrörfen Mrejrden» welche nun^ 
nach ganzen bejahten Potensen des )t (oder wenn 
man auf X diBferetatiitt hat ^ nach aolchea iPoien^n 
des X) fortgeht. Indessen MriH Ich keinen Raum dar- 
auf verwenden) weil ialles was wir aus solclier schon 
als gewitf vorhandenen Form herleiten können, durch 
den hypothetischen Oebrauch derselben i^benfalls befirie- 
,digend gelunden und erwiesen wird. Und dieses 
Verfahren schon bei Fanciio^nen einer einzigen urbi^^ 
legten GrundgrÖfse kennen iku lernen » halte ich ffir 
sehr rathsäm \ weil wir bei Functionen von BWei» 
drei und mehren Urbelegten Grundglrörsen x» u« s» . . . 
nur Suberst möbseelige Portacbritte machen würden, 
wenn Wir solche hypothetische Folgerungen vermei 
den wollten* £s ist genug,, wenn durch die gefun- 
dene Wirklichkeit die Hypothese bestätigt wird« 

$. äö, I> i t ;A u f g a h e\ 

Fine Function des x, vermittelst ih- 
rer Differentialquotienten in eine Heih« 
aufzulösen, ist sehr wichtig, unä besonders, wenn 
msin sogleich eine durcfr Convergenz brauchbare und 
vorziigliGh brauchbare Reihe isu liefern verlangt» bei 
vielen Functionen so schwierig ^ dab ich im Nach 
trage ein System von Lehrsätzen mit neuen Hülfsmit- 
teln dafür aufzustellen versuchen werde. Hier halte 
ich für nützlich und neu belehrend > au ^gen i auf 
welche Weise das in §. i^ eEwiesene 

A7 - P.A. + if^ -v'-^f +ST1 +'- • 

hinreichend ist» um t&4 ß% folgende firei Reihen ^n 

17 
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»a . z»' ■ »^ . z' 



fl.3 6. 4^5 laa. 6. 7 * '5040.8*9 

z* z* z* z® ■ 

ILcoazziri 1 ttttt-^ + 



• • • 



2 's. 5.4 H*5«^ ' 7«o. 7. 8 
z« z* z* z* 

' 2 a.3^4 ' 24.'5.6 720:7.8 ^ 
indem z die^ Länge eines 'Bogens mit dem llalbmes-' 
•er n: 1, beschrieben ^ und sin z die Läh^^e' 'seines Si- 
nus t co'9z die Länge seines Cosinus ti. s. \w. bedeutet* 

- * ... 

; 

0. 23. Wenn m^n d^.s obige y~sinz, also das 

obige xziz bedeuten läfst y,sQ hat man (IX. jj* so«) 

^^dsmz ddsmz 

p::^:.— - — n cos Z{ q^r b ^ ' — — smz; 
* dz dz* 

d^ sin z d*^ sin z 

r~ — , ■ rr— cosx;s~ , , zr sinx 
dz3 dz** 

• 

Da nun das obige A«, hier ~Az, einen beliebi- 
gen Zusatz zur Bogenlänge z bedeutet: so hat man 

. , , ^ , ^ sin z '^ ^ cosz 
^ sin (z 4" Az) — «Jn z -^ Az. cos z — A* • -^Az • 

+ ^^•674:+^^ -54:6 

Da z eine beliebig veränderliche Länge des Bo* 
gens bedeutet, so kann auch zmo seyn, wo^r auch 
sinz = o und coszm wird, folglich 

• A — A Az^ , A»' Aa^ , 

sin A* — A55 — V = — z — 2 — r ♦ • ♦ 

2. 3 ^64,5 120.6.7 ^ 

Da nun A^* (als ein Zusatz zum Bogen z, der in 
dem Endpuncte des z seinen Anfang nimmt) indem z=o 
gesetzt ist 9 mit z einerlei Anfangspunct hat, auch ei- 
nen Zusatz von beliebig wählbarer Gröfse ausmacht: 
so ist hiemit dieselbe Reihe für jede Gröfse erwiesen, 
die man dem veränderlichen z beigelegt denken wilU 



Cmp. XF. Aügem. Ausir. für älU Functionen^ Jaö 
§• «4. duftösUng für It. 
ergibt sich ebe^ so; wenn man yncoss seut» und 

aus IX* $«20«. benutzt^ dafs nun p=r-^--r =r — sinz; 

dd cos z ^ d^cosz. 

q = -^5jj- = -co..; ,=:-~5_=:ein.; 

^dcosz . , ' 

8~ ' ' ■ . , ' " ZZC08Z Ut, U. 8. W. 

da* 

k 

I 

§, öS* nie IlJte Reihe 

folgt sogleich aus der Uten« weil sin verszn i^-coszf 
die einzig richtige, aber auch für alles + durcbaui 
richtige Definition des sinus versus ist. 



•/ 
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f^I . Bedingter und uni^Jimgter Beweis 

'\ 

Sechszehntes CapiteL ^ 

Bedingter und unbedingter Beweis für Taylors^ 

Reihe. 

$.1. Wenn Jedes y, Welches eine Function Von 

X 18t t eben deshalb 

• ß y i ' 

anch rr A -f- Bx*^ ^ Cx' 4* ^^ +•*•• dieser,Rei- 

henform nämlich allemal unteirwerfbar ist: aö mnCi, wie 

"wir es im vorigen Cap«XV. §. 8« bereits erwiesen aeheii, 

dv ddv d'v 

.«ch Vx=-a^Ax 4-^j Ax* -^^i^Ax» 

+ r3T^4Ax4+^...;.ey„. 

indem Aj ^^^ regelmäfeige, und Vy die gegenseitige 
t Differenz bedeutet, das dividirende d^t aber allemal 
absolut» also bejaht angenommen » gefordert wird. 
(XV, §. 40 

) ■ 

^ u 8 a t z. 

JJ* d« Wenn daher 

(Ax) (— Ax) 

y rzy + Aynnd y fry^-Vybedctitettsöhatman 

auch y .r= y + /Ax+-VtAx^ +— t-j-^Ax^ +.. 

. ' ' ' dx '2 dx^ ' s, 3. dx^ * 

(-Ax) ay . d3y 

und y 3:y-^A*-f -j^Ax 

''^ Ax3+. 



2 3dx3 
welches die berühmte Tajlorsche Reihe ist. 



• • • 



\ . 



/Kr ZkyWj JUttf * 
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0^ 3« Für diese wichtige 'Reihe» noch daen an,«- 
dem von. der obigen autbedniigenen attgemeinen Rei- 
henform unabbingigen- Beweis hinzuzufügen« wird 
um so rathsamer seyn« da wir dazu Lehren » die ailr 
^ gemeinen Differenzen betreffend, benutzen können^ 
welche überdies auch an und tax «ich sehr wissdto^ 

wütdig siijtdt 

4 (i.Ax) 

$, 4. Sey j eine Function des x ^ und y (be- 
deute « was sie gibt « wenn m^o di^ absolute. 
Grobe ibrsis x mit dem Zusätze i.Ax bebet bat t so 

iat man y ~ y + AJt wenn ^7 die Belegung boj» 
deutet, welche für die Gröfsen des y eben dadurch- 
bewirkt wird, dafs statt jedes ihrer x 4as belegte 
x + l^A^c gc»€tzt ist. 

$# ^' Heifse nun ferner y , was aus .dem be« 

(i.Ax) 
reits gefundenen y rz y + Ay wird , wenn wir 

}edem seiner x, in jedem der beiden Theile y und AX« 

abermals den Zusaf«; Ax hinzufügen, und heifse danA 

AAy die Belegung, welche dem Ay ^adui^ zu- 

/ kommt; so haben wir 

(2Ax) 

y = y + Ay H" Ay + AAy = y + ^Ay + AAy» 

Auch wird « was wir auf diese Weise durch 
zweimalige auf einander folgende Belegung des x mit 
!• Ay erhalten , offenbar einerlei biit dem seyn müs- 
sen, was wir durch einmalige Belegung mit s« Ax 
aus eben der Function y erhalten würden. ^ 

$t* 6« Indem wir auch in dem schon aufgefunde« 

(2.AX) 

nen y jedes seiner x aufs neue mit Ax belegen, 
; uiid was dadurch aus AAy wird, \ durch AAy + AAAy 
bezeichnen: so müssen wir 



/ 
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y =y + «Ay + AAy + Ay + ÄAAy + AAAy ^ 

A i\ y :;=y + 3Ay + SAAy + AAAy erhalten; 
iijod dieied Ut zugleich aach eben das|enige» was wir 
auf y mit einem Male erhalten würden ^ wenn wir 
jedes seiner x sogleich mit 3« A^ belegen wollten« 

Lehrsatz* 

(n.Ax) — 

ff* 7* Wenn y bedeutet, was ans y^ 

wirä, indem man statt jedes seiner x das be- 
legte x-f-nAx setzt: so hat man 

(»A«) n. n-u^^ , n.n-i.n— Q. ^, 

y =y + nAy + -j^-^A''y H — 1717g— ^^^ 

n.n— i,..,n— (r— i). ^^^ , 

+ _--— Ay + ... 

Beweis. 

1 

$^8*' Wenn für einen gewissen Werth des n, 
welcher m heifaen mag, der Lehrsatz richtig ist, so 
mufs er auch für n iz m -)- 1 es seyn. Denn für 

(mAx) m.m— i....m— (r-i); ^ 

y =y+mAy.*.H r-r — — ^ — ^A'y+... 

* • -•# • • • * . 

mufs die Belegung 

i>Ay**>+ ' ^***** V ^% A^y 4- ... also 

X •• «*• • • • r 

(mAx) 
sich ergeben, wenn im y statt eines jeden seiner 

x + mAx das x4-(n?+i)Ax gesetzt, also dadurch sein 
y um i.AXf «ein mAy tim m. AAy n.s.w., sein allge- 
meines rtes Glied daher um das ihm untergesetzte 
verändert wird. 



. ^ 



■\ .\\: ■• >* . 



yjür vTa^A^ßi^. .,;, 26$ 



' IM 9tti| ^«3? Lehrsat» |f i^K-f zo ::::: «^ ,nk]t;^t«]prj^,i^i^ch 
$.5-Ä sondern auch für mrrs» nach $«6« schon rieh- 

tig ist 4 indem man ja das dort gefundene j ■,, 
auch =y+| A7 + 5l5^-A»y +5:3p^a.^,^^^, 

schreiben kann, so ist durch eine fernere erste An- 
wendung deS' Beweises^ dei^ Lelnfsat^ auch für ' 

nizwQ,r^\,ip:^ 3 r|- 1 ~4 erwiesen { durch eine dar- 
auf folgende zweite Anwendung auch für 

n =z 4 4^'i r: 5 , und s. W., dafs' also n auf jede bdr 
liebige g ans e Zahl schon durch diesen Beweis itei- 
gen kann. 



\ 



Z. n s a t z. 

. Aber es kann auch n |e^en beliebigen belichten 
Bruch bedeuten* Denn da Ax |eden Werth haben 

kann , so kann man ihn auch schreibeti , wodurch 

r 

man in dem obigen Lehrsatze statt n. A ^ erhält 

, welches auch— -. Ax ist. 

X . r •■ • , / 



Z u s a tz 2, 

^, 9» Da Ax im Lehrsatze jeden* beliebig angei|om- 

menen Zusatz zum x bedeuten kann , so kann noan 

ihn auch rrdx annehmen, wobei denn auch die mit 

dx — o ebenfalls und sämmtllch zu no werdenden 

Belegungen des y, des Ay» des AAy u. s.w» durch 

dy, ddy, dddy u, s.w. geschrieben werden: dafs also 

der hieher gehörige Lehrsatz 

ndx^ 
„ ^,1 ^j„ I n. n-u , n.n— i.n — ö. ,3^ • 

y _ y + ndy+— —— d»y -| a3y+ ..♦ 

lediglich einen» für jeden jedesmaligen Werth des im- 
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ikierfon kleine vreMandM d^ beuntoMt efMehie An- 

« 

wendttog de« obigen «l^emein bewieieoen yf auiK 
mtebt* 



S, to, Sa feti ich d«rrof bak^« :^U()i bei jedem 
genauen DiSerentfal^notlenten -?? eefn dx« iind eben 

deabaib aneb aein dy allemal ala eine »nCi völligste 
zn =;:q. icbon gewordene GrSrse ^edacbt werden 
mnfa » nnd eben fo aucb jeder habere Differoniial^nQ* 

d^>y d^y 

tient 7-7« o^^^ y^nnd 8#w.» der ja ancb nicbu an*« 

ders ala ein erster Diffbrentialc^notient der neueren 

Fanction -J- oder ^-^' und «♦ w« ist. eüelnal ein 

:5 w im 9Ueng8ten Sinive antmacbi^ (deaaen Unge^ 

4Cibiet aber« Mrie ea bereits erwiesen iat, bald ein ~q 
bald ein ~0Q« ^^^ auch« und meistens, eine aiwi- 
ai^en o und OQ fallende Gröfse als. seinen Wertb be- 
stimmen Kann) ; so halte ich es gleichwohl für schick- 
lieb und r^thsam in einer Reibe« wie der vorigen für 

j , sich unter ihren vorläufig einzeln da stehenden 
dj« ddy n*s. W. « noch solche Gröfse zu denken» die 
einem dem Verschwinden sich anooch nShemden ds; 
zugehörig, selbst auch in ihrer Annäherung an ihr 
Nichts noch begriifen sind; besonders aber wo ea dem 
Vorhaben gemäCs ist, die Form des noch werdenden 
Di^erentials vor Augen %u bebialten^ 



V / • 

Uehcrgang w Tayhn ^atz^ ' 

§^ tu So lange 1« den Heih« 
(qdx) ^ n.fi— 1. n.n— 1,11— a,.,^ 

n irgend eine beedounte Zahl ist, mOdite eje euch 
noch 60 grofs bestimfi^ stjja^ aa mub, in^m dx «n 



— o wird, auch ndx, atich ndj/, weh ' ■ T ddy ,., 

jedei ^n :;^a werden; aochjede« — q geworden aeyn, 
aqbald dx :=; o geworden ist, 

Wenn wir aber unter «i eine, dem x» ,aIaQ auch 
dem noch im Verschwinden begriffenen dx gleicbac« 
tige , doch nnyeränderlicbe Gröfse « und nnter n^ wel* 
cbea nach Zusat« i. auch jeden bejahten Brncli 
bedeuten kann, den yeränderlicben Exponenten deei 

immerfbrt wachsenden VerhäUniasea ^-^ vereteben; ao 

' ax 

ist dann n eine solche Zahl , die in eben dem Ver-^ 

hftitnisse wächst« in welchem dx abnimmtg, 
dergestalt » dafs ^^t^ i^* Unendliche wachsend, ein 

n!r:6o werdend ist» indem dx bis auf rro abninimt^ 
nnd dabei immerfort ndx~« bleibt, auch, wenn 
dxiro wirklich geworden, und demnach nrrqo ein 
yollendetes Vollgrofses wirklich geworden ist, eben- 
falls ndx=l0( geblieben sejn mufs, 

Pa nun, indem nrr t- i^^« n— i ~ ^~ -- i 

dx dx 

immerfort bleibend ist; so mu(s mit dxrro, 



-- dx 

auf das völligste n— i ZZ t- geworden «eyn ; eben so 



et 



auch n-*2 n-r-— ^ — ^'-r — ^ j~ 

dx dx dx 

auch II— 3 zzi 3 =-—5 — zz -r 

dx> dx dx 



-y 
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und uberbitipt n— r ZZ -r- — r cn — -j — r n: — mit 

dxrro geworden seyn» Nicht* nur äo knge'r irgend 
eine, noch so grobe, aber doch angebliche Zahl in der 
Mrachsenden Zahlenreihe i»2,3 u. lw. bedeutet: abn- 
dem auch weiui auf diieae *Weiae ein r rz OO' gedacht 
werden k()nnte^ ao' würde mit dx~X> immer noch 
T.dxzzoO*o bleibend ßeyri jnüßsen; weil ja zwischen 

■ ■ 

dem wachsenden r und dem abnehmenden dx hier 
kein solches Gesetz einer gegenseitigen ireTgrSfieirang 
und Verminderung vorhanden ist» ' durch weiches al- 
iein hur für"oO*o ein endlicher Werth beatimcnt wer- 
den könnte* (Vorerinner. IX.) 

S« 13. Daher nun 

y—j + a^ +-2-.--Z -^ -iL—. _! + .,;; weichet 

•^ ' . dy ' I. 3 dx-* ' i*ö. 3 dx^ 
die Taylorsche Reihe ist, deren nachfolgende Glie- 
der (das heifst, die Glieder auber dem vorange- 

(») 

h enden y) den Zusatz ^y zum y im y n: y -|" Ay 
vermittelst des ersten, zweiten u«s.w« Differentialquo* 
tienten und des gegebnen a ausdrücken, und dahef 
«ämmtlich können gefunden werden, lyenn man diese 
Quotienten zu finden weifs« 

$» 13. Da nun die regelmäfsige Auffindung der 
Differentialien dy, ddy, und s. w. erfordert , dafs jedes 
schlechthin g^schriebne dx, also auch jedes 
-4-dx einen Zusatz, und daher — dx, als dessen 
Gegengröfse , einen Abzug für die absolute GröFse 
des X ausmacht: so mufs auch das « in der eben ge- 
fundenen Reihe einen Zusatz zur absoluten Gröise 
des X ausmachen, und daher in der für ein geforder- 
tes — « aus der vorigen sich folgernden Reihe 

^ ^ * dx ^ 1,2 dx^ 1T2T3 dx^ ' 



für Taylors Rdhe. 
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daf I^i€r veTlangte «— « einen Abzug von der ab so* 
Inten Gröfse d^js x bedeuten. Diese Bedeutung des 
4- und — Avird nun auch bei allem Gebrauche dietisr 
Reihen um so mehr im KUren bleiben , je gewisser 
wir bereits festgesetzt; haben ^ dafs jedes in dem Dif- 
f^tentialquotienten als Divisor vorkommende dx eben-» 
falls das regelmäfsige absolute Differential dx sejn 
soll ; " eben dieses also auch bei der Bedeutung des 
dy d*y d'y 

den mufsi und daher die Taylorsche Beihe vermittelst 

derselben als.y iry + pa + q--+ r [- + geschne- 

ben« in Hinsicht ihres -j- und — niemals trügen kann« 

$/ 15« Allerdings aber mufs man« um s. B*' 
( — x^ay- vermittelst dieser Reihe zu finden, es be- 
denken » dafs ^— x mit -— a belegt für die absolute 
Gröfse des x die Belegung -f*« ausmacht, und 
— x — «rr— i(x4-«) ist, also hier yzz(— x)^ gesetzt) 

durch y ~y + p«4"9 h ••• ^^' verlangte 

(— X— «)^ als = (— \y^ (x + ay n 1. (x + ay richtig ge- 
Pfunden wird. Man sehe auch andere Beispiele oben 
XV. §♦ 13. behandelt. 

§• 14* Da 7(x« als Belegung des' x der absoluten 
Gröfse des x subtractiv oder additiv seyn soll; so 
mufs es eine dieser x gleichartige Gröfse seyn , und 
kann daher sehr bequem und lehrreich als ein +Ax 
aufgeführt werden, wodurch wir nun Taylors Reihe als 

^^^^ -dy , d^y Ax* -d^yAx^ . ^ .. 

dx ' dx* a dx^ 2. 3 • 

derum vor Augen haben« 

§. 15« Da ihr Ax so grofs und so klein genom- 
men seyn kann, als man will, so kann es auch \ax^ 
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merfort die jedeftmalige Oröbe des immerfort kleiner 
werdenden Differentialen dj^bedeiueii, wodordi wir 
eleo eocli 

(+d>^) ^ d*v d*y d^v 

und dar^iM nicht nur das werdende r^elmibi|;e Dif- 

,^u.i .a, = ar + JÖ + Ö + ^ + _ 

wie oben in XVI, 0. ii«, aondem euch da« werdende 
gegenseitige Differential 

•^= -ar + ^' - f-:| +;ä^, - + 

herkiiten können, 

$• i6« Mit Hülfe des hier nachfolgende^ Lehr« 
aatzea ergiebt sich auch bündig bierani« dafs dea ge* 
n a tt e regelmSfsige nnd das genaue gegenseitige Dif- 
ferential einander entgegengesetat beeeiqbnet sind, das 
letztere eine + o nämlich eine niedrigste oder höchste 
GrSnze bejahter oder verneinter QröGsen seyn muDs« 
wenn das erstere eine +0 also eine höchste oder nie- 
drigste GränsBe verneinter oder bejahter Grofsen ist^ 
(Vorerin,IX,} 

$« 17. So lange man in dem abstracten Calcnl 
bleibt« scheinen die regelmäfsigen Differentiale za ge- 
nügen» sium Tbeil auch deshalb» weil man daüs Sy- 
stem des Aufzufindenden jenen eingeschränkten Vor- 
aussetzungen gemäfs sieb gebildet hatte« Dieses war 
der Fall für die gewöhnliche Lehre des Gröfsten aod 
Kleinsten, wofür ich viel neues dazu gehöriges durch- 
Mithülfe der gegenseitigen Differentialien aufgefunden 
habe..*}« In diesem Liebrbuche aber ist es nqthi^, mit 
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der gewöhnlichen Methode' faiekannt^su machen« WO« 
bei denn namentlich auch die Taylorsche Reihe gute 
Dienste leistet, Mretin matt den folgepiden Lehrtata 
bündig erwiesen hat^ 

L ^ k "r i ä i X. 
$« id« itt fayloirs Reihe 

y — y -»■ ' — T" * + ■ ■ ■ ■ j ' A « + ^ ' ,4 *f' + + 

^ -^ i^dx • i.fi..dx* ^iT^TsTdx^ ' ^ 

kann at so klein angenommen werden, dafi 

jedes ein'sele Glied derselbetii dessen Dif- 

ferentiayqnotient nicht !=:o ist^idie Summe 

ani tlleii ihren naehfolgettden Gliedeir an 

abiioluter Ovöfse übertreffend^ folglicfa 

die^Summe aus jenem eins&elen undallen 

ihm na chf olgenden Gliedern, eine bejahte 

oder verneinte Gröfse ausmachend seyn 

mufs^ je nachdem jenes einaelo Glied be« 

jaht oder verneint ist« 

JS e ii> .e I d* . 

j^« 19* Ein beliebiges Glied der Reihe 

'd"y d^+^y 
aey — - — .-ri— --. ^ ft« , also ■ > \ NiJ«-L, ^ **^'^* 

das darauf folgende, welche beide der Kürze Wegen 
Rdc» und Soc^'^t heiCsen mögen: so hat man 
R««: Sa«+» n R t S«, 

Selbst auch, wenn S für g^ewisse Werthe seinen 
X als ein VoUgrofs sich ergibt : so mufs doch indem 
für OL an und für sich, also von jetien Wetthen 
des X unabhAu^ig^ eine !r:o werdende Gröfse an- 
genommen wird, mit * — o auch S. «iro geworden 

seyn. (V p r e r i n« IX.) 

' . ■ . • 

Mag nun die absolute Gröfse jenes Differential- 
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qaotienten» welcher nicht ~o ist, und auch deren 

^ ' ter Theil R, um eine noch eo Ideine be- 

A» s« • • • n« 

stimmte Gröfse von der o verschieden sejn; so rnnfi 

R 
es doch abwischen dem «rr-^» bei welchem S.a = R 

o 
sich ergeben würde, und demjenigen a~^f bei wel- 

chem SoGO seyn würde» immer noch unendlich viele « 
geben* bei welchen S«<iR, also auch S«^ "*"»<:; R«", 
also Ra^^Sdc^ ~*''i also die absolute Gröfse des nten 
Gliedes gröfser» als des (n4-i)ten Gliedes ist. 

Noch mehre nachfolgende Glieder seyen in abso- 
luter Gröfse T«»+'« ; Ua**+3 u. s.w.i so ist es hiemit 
schon erwiesen, dafs auch S«**"*"* y> T«"+", auch 
T«»*+« t^ ü«»^-^3 U.S.W, seyu/mufs; wodurch nun der 
Lehrsatz därgethan ist« 

• ■ 

Anmerkung i. 

$k 20* In meiner Neuen Methode habe ich 
Seite 45 auf andere Weise dargethan, dafs man für 
die Anwendung der Taylorschen Reihe auch die un- 
endlich grofsen Werthe in den nachfolgenden Gliedern 
nicht SU scheuen habe; nachdem ich vorher meine 
Redenken gegen andere von mir versuchten Beweise, 
Seite 4iu,s,w. aufgestellt hatte. 

Anmerkung s» 

' $, ci* Wenn man z. B« für eine kubische Glei* 

chung yr=x3-|-Äx^-|-Bx-f-Cir:o, oder auch für eine 

noch höhere Gleichung gefunden hat, dafs eine ganze 

Zahl m statt x gesetzt, das Aggregat y nicht genau 

(xrrm) 
no sondern Y — + G gibt, die nächste ganze 

Za.hl m «1- 1 statt x gesetzt dagegen ein ZZ±H, gebet 
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toiglicls: zwischen xnm und x~ai -f- i eine irraiio- 
oale Wurzel der Gleichung fallen mubt welche ein 
xir mHr«) ^^^. einem. « Kleiner als i iat: so weib 
man du^ch Taylors Reihe.,, dafs 

/^— r«j- (xrzm) (x = m) (x — m)' 

Cx_m + « ^^, dy . ddy ^ . dy 3 , 

seyn mufs* 

Da sich nun 
(xmm) x, .m - . 

p z= 3 X* + ö Ax -j- B r:^ 3mni 4- aÄm + B 
q =z6x -j-flA ' zz6m -j-^^ crgit|t, 

so kann man + G -}- (Snma -)- sÄm + B)« — o gesetzt, 
hieraus « schon ziemlich genau finden. , • 

Will man aber a genauer haben, so. ist es rath- 
' siam*. nicht von yorne wieder anzufangen, wie man 
es zu lehren pflegt, sondern sogleich 
"*^ G -}-(3ni'n4-Am-^-B)«-^(3m-f-A)«x« — o zu setzen, 
und durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung 
et, zu finden* 

Es bieten sich dabei so mancherlei Hälfen dar, 
dafs man wohl meistens mit dieser Annäherungs* 
Methode besser, als mit irgend einer andern fährt« 

S* 2U Wäre y nur ein kubisches Aggregat, -so 
wurde sogleich 

+ G-|-(3mm-}-2Am-}-B)«-|'(3^H-A) ««-|-A««an6 ge- 
setzt, diejenigen drei a bestimmend seyn, welche 
durch xzrm-j-a die drei Wurzeln des yiro ganz ge- 
nau angeben müfsten. Obgleich nun dieses « zu fin- 
den , selbst schon die Auflösung einer kubischen Glei- 
chung voraussetzt; so gewährt es doch ebenfalls Vor- 
theile, dieses zu wissen. 

( Aber, wenn ich nicht andere Arbeiten für mei« 
ne der Praxis bestimmten Zuhörer wi<^htiger halten 
müfste, so würde ich eine Methode • druckfertig ma- 
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fbhent toaeh wekher mutk tKe m&glidieti Wurfeeln jedeir 
liabisthen Gleidiaiig bis «of io)3olet genau aus beqüe- 
ineii Tafeln abuehmeti kami« - bie Gründe dieser Ta- 
feln sind von mir vennittelst der DiiBterential *- tledt>' 
nang göfanden; können aber Wegen anderer rucksiin- 
digen» näihigeren Lehren hier nicht vorgelragen wer^ 
den. Insbesondere verdient für Pracliker die Unter- 
suchung des Gröfsten nnd Kleinsten im folgenden Ca* 
pitel sorgfUtig dairgesiellt eu Werdetu 
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Siehenzehntei Üapitel. 

Anioendüng der Differentialquötienten ^u^ Auf^ 
findung der gröfsten und kleinsten fiinctiohs-^ 

Werthe^ 

§. 1. Die Lehre vom Gräfsten und Kleinsten, ist 
aoch für den praktischen Mathematiker und insbeson« 
dere für den Maschinisten von grofster Wichtigkeit» 
Denn es ist« nm in Hinsicht des letzteren nur ein Bei* 
spiel aufzuführen, doch gar nicht selten der i^all» dafs 
man dadurch auch praktisch anstellige Regeln* aufzu« 
finden weifs, unter welchen eine gegebne Kraft ver- 
mittelst der verlangten Maschine die grdfste Wirkung 
2u l.eisten vermag, oder die verlangte Wirkung mit 
der ~ kleinsten Kraft erreicht Ayejden kann ; indem 
man darzulegen weifs ^ durch welche JElinrichtungen 
die Bewegungshtndernisse samt dem anderweitigen 
Kraftverluste ein Minimum/ e^n Kleinstes Werden 
müssen» Eine neue ^ bisher meines Wissens nicht ge- 
hörig beachtete t^ütslichkeit für die Praxis werden 
diese Lehren auch dadurch gewimsan^ dafs Wir ibä»^ 
gleich darauf achten» auf welckar Seite hin num vo» 






Cap.XFtL Grdfstsü.hUitMäFun^tionswerth9. 273* 

d^m strengsten Maximo oder Minimo der Theorie am 
unscbädlicbBten abweichen könne« 

^. 2« Die («ehren vom Grbfsten nnd Kleinsten ^kön- 
nen graphisch, durch gezeichnete Linien, oder aach 
lediglich calculatorisch , durch Fnnctionenbetrachtnng 
behandelt werden* * Es ist das rathsamste, beeide Me« 
thoden mit einander zu verbinden, auch durch einige 
Beispiele den Uebergang aus der einen Methode in die 
andere deutlich darzulegen» 

Beide Methoden können einander treffliche Dien- 
ste leisten , und müssen auch in den schwierigsten 
Fällen einander entsprechen , wenn man den Unter* 
schied zwischen der ßeometrie der Alten und der al- 
gebraischen Geometrie, auch, wo Trigonometrie zu 
Hülfe genommen, wird, die Unterscheidung zwis6hen 
der eigentlich geomeirisch • trigonometrischen , und 
der uns nothwendig gewordenen algebraisch-trigono- 
metriscben Sc^la vor Augen behält! Die dahin gehö- 
rige Sicherheit und Kürze des Vortrages wird unge« 
xnein befördert, wenn man über die willkührlichen 
Verbindungsanlagen zwischen dem algebraischen Calcul 
und dessen graphischer Darstellung, ein für allemal 
einverstanden ist und bleibt» 

Mögen immerhin die orientalischen Sprachen von 
der Rechten nach der Linken zu, die übrigen nach 
der Gegenrichtung geschrieben werden; wenn nur je- 
der Ordnung getreu geblieben, nicht damit hin und' 
her gewechselt, oder, um das Fiecht der Willkühr an 
den Tag zu legen, bisweilen auch diese und jene von 
der transcendentalen Richtungen gewählt wird! 

§• 3. Als transversal, diagonal gerichtet, ist jede 
Richtung zu betrachten , welche mit keiner von den 
bereits festgesetzten vier Richtungen völlig überein- 
stimmt, deren zwei und zwei zusammen genommen, 
die beiden einzigen reinen Richtnngspare in der Ebne aus-^ 

18 
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machen ; iTirelche einander normal gerichtet sind , und 
daher nichts mit einander gemein haben. Keineswe- 
ges soll damit geleugnet werden, dafs man nicht für 
diese und jene. Transversalen ein für sich bestehendes 
Richtungcsystem , namentlich in Hinsicht der. trigono- 
metrischen Scala bisweilen noch anlegen könne; aber 
aehr häufig hat man dabei Ursach, besonders in Be- 
treiF der subsractiven und additiven Gröfsen auf die 
vorher schon zum Grunde gelegten Richtungspare, 
Bucltsicht zu nehmen; wenn man nicht am Ende das 
gemeinschafth'che Resultat fast eben so mühsam zer- 
atüclielt und vereinzelt sich zusammen fügen will, als 
es in der Geometrie der Alten, weichte von dem Pan- 
hratismus des algebraischen Bejahten und Verneinten 
keint BegrilFe hatte, allerdings nur geschehen konnte, 

rVitlkührlifi her' Satz. 

Der Kürze und Deutlichkeit wegen werde daher 
ein für allemal festgesetzt, dafs fernerhin, wie es 
schon bisher von uns beobachtet ist, das Abscissens-}« 
ins Rechtere, das Ordinaten^rf- ins Höhere ge* 
richtet sey, also die beiden verneinten Richtungen 
ins Linkere und Tiefere gerichtet seyn sollen. 
Auch werden fernerhin wie bieher, bis auf ausdrück- 
liche Gegenerinnerung, allemal einander parallele und 
ihien Abscissen normale Ordinaten vorausgesetzt^ 

Behauptung. 

§. 4« Soll die zu einer gewissen Abscisse x n API 
gehörige Ordinate ynP'M', gröfser seyn, als die zur 
A'Frrxrzx— Ax gehörige Ordinate P'M'rry, und 
Zugleich auch gröfser seyn, als die zur AP'nx'zrx 
+ Ax gehörige Ordinate FM' = y' : so mufs nicht 
6ur dem (— )Axii:Pl^ ein verneintes A7 = N'M 
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sondern auch dem (-{-) A^ — PP' ein verneintes 
/\jzn^W zugehören; es mag nA'n y' bejaht eeyn 
wie RM' in Fig.bo» oder es magf y verneint seyn, wie 
PM' in Fig. 21. 

g/4.*. Deii\n da alle Curven, die wir vermittelsi: 
des algebraischen Galculs behandeln wollen, auch 
dessen Regeln gemäfs construirt werden itiössen : 
so kann ja ein^ Ordinate y^ grbJTser als ihre beidersei 
tigen Nachbaren ^y und ^ liur heifsen» wenn sie ent« 
weder mehr Bejahtes, oder, doch weniger 
Verneintes als ihre Nachbären enthält, und daher 
zu ihr irgend etwas vefneintes hinzngethah wer- 
den müfste, um sie auf ^^y oder ny' zu bringen; 
es mag nun sie^ diese y selbst, bejaht, oder verneint, 
yder auch r=o seyn. Es ist nämlich, wie ich es an- 
derwärts dargetban habe, aus den regelmäfsigen Ge 
wohnheiteii und nützlichen Absichten der Algebra eine, 
ganz noth wendige Folge, von jeden zwei Gröfsen die- 
jenige die grofsete zu nennen, welche entweder mehr 
Bejahtes oder doch weniger Verneintes in sich hat, 
als die andere« (Neue Erörterungen über +, Co- 
theniSoi. Seite 203. §,9, loetc* und §.189 nebst Seite 
19, vjj. 15 und 16.) 

Ä« 5. Indem wir fernerhin, wie bisher»* gerade 
die X zur urveränderNchen Gtöfse annehmen wollen, 
80 können wir gerade nur ihre Belegung ^x nach 
Belieben bald bejaht, bald verneint annehmen; von 
der ihr zugehörigen Ordinatenbelegung A7 aber müs- 
sen wir auf die jedesmalige Function y es a n k o m- 
inen lassen,, ob, und unter welchen Bedingungen 
sie für das dem (4-)Ax oder ( — )Ax zugehörige A7 
einen bejahten oder verneinten Werth bestimme, und 
es dadurch als ein C+)Ay oder als ein ( — )A7 uns 
bekannt werden lasse. 

. 18* V 
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§/ 6*. Wollen wir also au^ der vorgegebnen Fun- 
ction y~X, oder, wo die Auflösung für j noch 
nicht geleistet ist» schon aus der vorgegebnen Glei- 
chung zwischen y und x, worin y noch als eine ver- 
wickelte Function vorkommen msg » ^-glswifs werden« 
dafs gerade das, einem gewissen x zugehörige y gros- 
ser sey, als das einem x+A'^ zügehörige y+Ayt 
und das einem x — A^ zugehörige y-f-Ayj «o müs- 
sen wir aus der Function zu entscheiden wissen, dafs , 
jedes von diesen beiden Ay gerade ,ein (— ) Ay aey. 

Wenn wir nun statt des (+)Ax ein zu )o 
werdendes (+)dx annehmen, wofür dann y-f-Aj 
in my -f- dy rz y übergeht, und wenn auch dieses 
Uebergehen sowohl für ( — )dx als (4~)<^x ein grös«^ 
ser werden ausmachen soll: so wird bei dem ei- 

neu Uebergehen der Differentialquotient X — {-^ be* 

(— )dx 

jaht, und bei dem andern Uebergehen, der Diffe- 
rentialquotient TTT^r verneint sich ergeben müssen. 

Soll dagegen PMrr y ein Kleinstes ^eyn, ein be- 
jahtes nach Fig. 20*, ein verneintes nach Fig^öi*, so 
wird sowohl mit verschwindenden! ( — ) dx, als mit 
verschwindendem (-}-) dx, das Uebergehen des y + dy 
in iry ein Kleinerwerden ausmachen müssen, wür- 
de daher für den ersten Uebergang der Quotient 

-— -j— eine verneinte, für den andern Uebergang aber 

der Quotient ^\ «nö bejahte Gröfse seyn müssen. 

Auf diese Ansichten und ihre weitere Verfolgung 
i^t meine Neue Methode des Gröfsten und 
Kleinsten, gegründet, nachdem ich im dortigen 
iten Abschnitte die Mängel und manchen unrichtigen 
Vortrag der gewöhnlichen Methode dargelegt hatte. 
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0. 7. In diesem Lehrbncbe aber ist es Schüldig- 
keity vor allem andern mit der gewöhnlichen Methode 
bekannt ^u machen» Sollten hiebei von geübten Le- 
send einige sonst gewöhnliche allgemeine Aussprüche 
vermifst werden : so würden sie in jenem Buche fin- 
deo, weshalb ich sie für nnrichtig anerkenne* In Be- "^ 
' trieif der leichtere^ Aufgaben» wie sie in der That 
den Fractikern gewöhnlich nur vorkommen , wird 
man dieses auch aus meinem hier folgenden Vortrage 
miv abnehmen können; indem ich diejenigen Mängel 
der gewöhnlichen Methode , welche auch bei den 
erwähnten leichteren Aufgaben schon AnstoTs und 
Zweifel verursachen könnten» mit berühren werde« 

§. 8- I^ic gewöhnliche Methode ist fol- 
gende. ^ 

Sey y eine Function von x» deren gröfste und 
kleinste Werthe man finden wiU: so wird zuvörderst 

I) der gewöhnliche » regelmäfsige DifFerentialquo« 

dv 
tient T^ =^ P gefunden » welcher schlechterdings noch 

, eine wahre Function des x seyn mufs » wenn y ir- 
gend eines gröfsten oder kleinsten Werthes empfang« 
lieh seyn soll. Wenn nun x einen solchen Werth 

. dy 
* des X bedeutet, welcher statt eines jeden x im^ ~p^ 

gesetzt« uns P' (=rF) mo gvebt: so ist es gewifs» 
dafs mit jedem, ^ dieseqi x zugehörigen y, indem es 
erreicht wurde, der Aenderungstrieb der Fun* 
ction y sich vernullt hat, es mag nun übrigens die- 
ser Aeiiderungstrieb • indem y zu y wurde, mit 

^ ^ dy .^ Vergröfserungstrieb „. , , i 

(+)!r-ein,^ °.. ° . , gewesen seyn. Welcher 

-^ dx ^ Verklemerungdtneb ^ ' 

von diesen beiden Trieben wirklich vorhanden 

gewesen sej^ seil, nach der gewöhnlichen Methode, 

durch den ersten Differentialquotienten nicht be- 



278 Cap.XFjI. Gröfste u. kleinste Funcfionswerthe. 

stimmt werden ; denn man pflegt ja desaen Nenner dx 
allemal bejaht anzosetzen« unbekümmert darüber, dafs 
bei dem regelmäfbigenDifferenzHren, bald ein -j-dx« bald 
aber (bei verneinten x) ein — dx gebraucht lyorden ist! 
Sondern, was man von den Rieht an ge n dieses Tri e* 
bes. um mich fernerhin in der Kiirze bildlich aus- 
zudrücken» zu wissen nQtbig hat» darnach yfird d.^nn 
ferner zuvörderst 

II) durch den zweiten DiffierentJalqiiotienten 

T-j'ZZ-^ nQ und dessen auf xrrx' eingescUrSnlite» 

Qi geforscht; nöthigeq Falles auch durch dea dritten, 

dddy 

-j-j- , und so weiter. 

Obgleich ich diesen Uten Theil der Auflösung 
erst in §. 40. begründen werde, so habe ich doch die 
Art seir^er Anwendung schon vorläufig bei den näch-^ 
sten Aufgaben mit aufgeführt. Ueberdies aber findet 
man in diesen Aufgaben zuch die graphische Darstel- 
lung sorgfältig erklärt; weil sje nicht nur oft die cal- 
culatorische Ausführung des Uten Theiles entbehrlich 
macht» sondern auch in andrer Hinsicht den Fracti* 
kern deutlich bekannt seyxx muCs, 

E r s t <f 4 u f ^ ß i e^ 

$. g. Eine gegebne ^ahla in zweisolche 
Theile % und a — x zu ^erlegen» dafs ihr Pro- 
ductx.(4 — x)eingröfste9 sey, 

/ AuflQSungf erster TJißih 

5. 10. Das Product, welches ein gröfßtea scyn 
soll , ist ^ine Function des x. Sie heifse y,, so hat 
man y~ax-^xx, und ihren DiAerentialquotienten 
dy 

^ rz a — 2x» Nun frage man zuvörderst nach demje* 

dx 

nigen Werthe des 3?, bei welchem dieaer Qifferential* 
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• . • dy 

quocient sich vernullt» nämlich v^~a — 2x~o wird. 
^ • dx 

Pa es hier eineil solthen Werth giebt: so 

wird nun dieser Werth x ~ — in Anspruch genom- 

man, ob er vielleicht ein solcher Werth de^ veränder- 
lichen X sey» der das verlangte Maximum uns ge- 
währe ! , 



■^ 



Graphische Darstellung. 



§♦ 11. Sey beispielweise arr 5 gegeben, so würde 
man für xrro ; i ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 gesetzt» 
> a— rx;r:5 ; 4 ; 3 ; 2 ; 1 ; o haben» 
also ynö ; 4 ; 6 ; 6 ; 4 ; o. 

Indem, man nun die x als Abscissen auf der Ab- 
scissenlinie AB, (Fig. 2i**) und die ihnen zugehörigen 
y als. ihre Ordinalen angelegt» auch die Curve dem Ge- 
setze der Stetigkeit gemäfs stetig auszuziehen gesucht 
hat : so sieht man es glefchsam vojr Augen » dafs das für 

^ rr o gehörige X ~ —f allerdings dasjenige x ^ey^ 

dessen Ordinate yzzPM' ein gröfstes, und zwar 
hier gröfser als seine beiderseitigen Nachbaren seyn 
müsse; ^ indem die bei dem vorhergehenden Puncte 
'M gezeichnete tangirende \\IT mit 'MN einen Win- 
kel lA macht» dessen trigonometrische Tangentenzahl 

dy 

dem dortigen Werthe des Differentialquotieuten — 

dy . •' 

gleich ist; dieses -~ ~tang/x aber kleiner und klei- 
ner» also der Wach&thum der Ordinalen y i m- 
merfort geringer wird» bis er in M', wo 

dy ' , . 

•^ ~tang/txrr o geworden ist» gänzlich aufgehört hat. 

Da es nun ferner in die Augen fällt, dafs' jenseits M» 
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dy 
sogleich f Sr die nächateto Pancte M, das ^ rr lang /^, 

da Temeintes f* gibt, nnd dabei die PM immer klei- 
ner -vrerdend sind: so sind wir durch ^ diese graphi- 

a S 
sehe Darstellang überzengt, dafs d^s für zzz — =r -^ 

^ • ' ^ 

gehörige Frodact X = x (a — x) n' - . - n — rr -p 

rr 6 - das gröfste mögliche FrodoCt sejn mufs» vrel« 

ches man durch zwei Theile der Zahl azr5 erhalten 
könne« Daher es bei dieser graphischen Darstellung 
an dem ersten Theile der Auflösung genüget. 

Die ganze durch ynax — xx ausgedrückte Cnrve 
wird auch unterhalb der Abscissenlinie, uAd zwar 
hier in zwei unendlichen Zügen fortgehen, wenn 
man auch verneinte Theile der vorgegebnen Zahl a 
gestatten, also auch verneinte Abscissen anlegen will. 
Aber auch diese Züge geben keine zweite Ordinate, 
von der man sagen könnte, dafs sie gröfser sey als 
ihre beiderseitigen Nachbaren,' wie es hier bei 
der PIM' allerdings der Fall ist« (Hürzer und im All- 
gemeinen besonders für schwierige Fälle auch siche- 
rer, wird die Sache durch folgenden zweiten Theil 
der Auflösung, entschieden«) 

., Auflösung zweiter TheiL 

§« ifi. Nachdem man der vorgegebnen Function 

dy 
y~ax — XX ersten Diffetentialquötienten j^— * — « 

gefunden, auch durch a-i->fixz:o verlangt, gefttn4en 

hat, dafs ^^ — a — ex zro sejm, nämlich der 
Werth des Ersten DiiBFerentialquotienten 



/ 
X 
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für X rr - sich rr o ergeben mxiü : Mo findet man auch 

den zweiten Quotienten t-^— — fix® ZT — s« i. 

Da dieser nur noch eine Scbeinfunction von x 

a 
26t, welche für jedes x^ also auch für xn — uns 

d 

ddy ^ ^^ /'iV 

•^T-~- ~ — sx® ir — fl. r - 1 rr—s.i geben muß: 

60 ist durch diesen verneinten Werth des Diffe« 
rentialijuotiehten es entscbieden, (wie wir späterhin 
$• 4^. es allgemein erweisen werden) dafs die vorge- 
gebne Function yziax— xx für x— — einen- gröfa- 
ten Werth erhält» ^ 

Zweite Aufgabe, 

$• 13. Unter den Rechtechen DE (Fig. d2.) 
welche alle einen gleich grofsen Umfang 
haben, dasjenige D'£l zu finden; welches 
den gröfsten Flächenraum hat* « 

Entwiekelung der Aufgabe. 

§. 14. Der ganze Umfang aller dieser Rechtecke 
ist gleich bleibend, wenn ihr ];ialber Umfang DB 
-f*B£rra, einerlei gegebne Länge ma hat* Sey nun 
BDirx, so ist DE rr a — x; und X den Flächenra^m ^ 
dieser Rechtecke genannt, hat man Xzzax — xx. 

Erster Theil der Auflösung, 

* : I 

§• 15. Da der Differentialquotient «p n a -^ fix 

jsich 2=0 ergiebt für xn — : so rnuib man dieses 

^ 2 . 
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X X ~ — in Ansprach nebo^en; ob das ihm zagebö- 

rige Xrrax— xx~-7 der gr5rste hier erreichbare 
Fläcbenraum fiejr. 

Graphische Darstellung. 

§. i6, Sey s. B. air5 Fufs gegeben, so erhält 
man ganz genau die Curve der vorigen Aufgabe, 
Fig. si*. indem die den verschiedenen x zugehörigen 
Werthe der Xrrx(a — x), als Ordinalen y angelegt 
-werden; das heifst, die Verhältnisse dieser Flä- 
chenräume durch lineare Ordinalen j angelegt werden. 

Gesetzt aber den halben Umfang an 12 gegeben, 

•ohat man, x = o i t ; 2 i 3 i ^i 5 '* 6 ; ^ ; S... gesetzt, 

« — X— la; 11 ; 10 ; 9 ; 8 ; 7 ; 6 ; 5 > 4 ••• 

also Xiro i ii; 20; 27532 ; 35; 36; 35; 3«..» 

Wollte man nun auch hier die X» nach dem für 
die X gewählten Mafsstabe anlegen; so würde die 
Curve zu einer unbequemen Höbe ansteigen* In der 
Fig,si^. sind sie nach einem 4 mal kleinern Mafssiaba 
angelegt; und überhaupt kann man die. Ordinalen be- 
liebig nach einem gröfsern oder auch kleinern Mafs* 
Stabe als die Abscissen anlegen. Wenn nur das Ver- 
hältnifs der Ordinalen unter sich richtig aufgetragen 
-wirdi so wird durch gröfseren oder kleineren Mafs- 
Stab» irgend eine Coi^cavität in Convexität, oder um- 
gekehrt, nie verändert; und auf Concavität und Con- 
vexität der Curve kommt eS ja hier lediglich an, um 
es vor Augen zu haben, bis wohin die Ordinalen 
"wachsen oder abnehmen. 

. Ueberdies ist es hier ganz offenbar, dafs die X, 
welche hier durch lineare 7 dargestellt werden, eigent- 
lich Dächenräume, also in Hinsicht ihres Mafsstabcs 
den wirklich linearen Abscissen x heterogen sind; 



t \ 
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folglich fiur in Hinsicht der Verhältnisse unter 
sich selbst« durch lineare 7 dargestellt werden 
Können, 

JJ. 17. Auflösung zweiter Theil 

ist iiier derselbe wie in §• %2,, da nii^n ja diesell^e 
Function 7 ~a3( — XX bat, * 

* 

f^orerinnerung* 

§« i8r Unter allen Dreieclcen ist es das gleich- 
seitige; unter allen Parallelogrammen von einerlei Sei« 
tenliiiien« ist es das rechtwinl^lige; unter allen retht- 
winl^ligen das gleichseitige, also das Quadrat; unter 
allen' Fünfec1(^n das regulah-e; und überhaupt unter 
allen n<> ecken ist es das regulaire n-Eck; welches 
mit einerlei Umfang'den gröfsten Flächen- 
räum einschliefst • und durch welches auch umge- 
kehrt, einerlei Flächenraum von dem ^kleinsten 
möglichen Umfange eingeschlossen wird. 

In beider Hinsicht steht das regulaire Dreieck dem 
^regulairen Vierecke, dieses dem regulairen Fünfecke 
nach, u, s, w. ; daher der Kreis, als ein regulaires Viel- 
eck von unendlich vielen Seiten, auch diejenige Flä- 
chen-Figur ist, welche einen gegebnen Flächenraum 
mit dem kleinsten Umfange umscbliefst. 

Dieses alles kann durch die Methode des Gröfsten 
und Kleinsten allerdings erwiesen werden. Da wir 
aber diese Methode an vffelen andern Beispielen auf- 
zustellen haben, Reiche nichl; im allgemeinen eben so 
leicht bestimmt und beurtheilt werden können, auch 
für die Praxis einen vielseitigem Nutzen gewähren : 
so wollen wir uns in Hinsicht jener Aufgaben mit 
der näcbstvorbergehenden und der nächstfolgenden 
begnügen« 
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Dritte A ufg abe. 

$. 19. Ein gegebner Flächenranm , A Quadrat- 
fufa, eoll rechtwinklig, aI«Q als ein rechrwinkliges 
Viereck dargestellt werden; welche Seiten murs man 
ihm geben, damit aein Umfang ein Kleinstea Bey\ 

Ent Wickelung^ 

§♦ so.» Seyen — u und — v awei anliegende Sei- 
ten des gesuchten Rechteckes, so mufs I) u. vziA 
aeyn. Da der ganze Umfang dieses Rechteckes =r s u 
-{- 2V ist; der ganze Umfang aber ein Kleinstes aeyn 
mufs, wenn der halbe Umfang u-f-v es ist: so kann 
II) z — u^-v als diejenige Function betrachtet wer- 
den, deren kleinsten Werth man zu finden hat. 

Auflösung erster Theil. 

^. si. Da durch obige Gleichung I) gewifa-ist^ 

A . 

dafs jedea v r= — seyn mufs ; ao hat man durch I) 

und n) zusammen genommen, auch srru-| — , nun- 
mehr also z als Function des einzigen u. Der 

•^•^ • 1 • • dz A , dz* 

Differentialquotient ist t- ~ i — — ; und -r- z:^ 
^ du uu du 

A 

1-*. — rr 6 gefordert» verlangt ttn|*A 

Graphische Darstellung^ 

§• 23. Sey Beispielsweise A!=:6 Quadratfufa ge- 
geben, ao hat man 

u = o ; 1 ; 2; 3; 4 ; 5 ; 6 ; 7 .,. geseut, 
die »=IOO;7;5 55; 5y ;6^;7; 7? •-. 

Nach Fig. 23. die u als Abscissen, die z als Ordi- 
dinaten aufgetragen» fällt ea wiederum in die Augen» 
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dafs äxe d6m uzif6 = IP ztigehörige 1»M rr u' +4 

— r6Thrr7' = ö^rC = 0.8.449 =4»898 eine kl ei hp 

8 16 unter den ihr benachbarten '2 und %' iat; indem 

dz 
bei dem Puncte M^ der Curve, wo tr- rr o iat, ^ die . 

du 

linkeren Nachbaren aufgehört hab^n kleiner zu wer- 
den, und die rechteren Nachbaren anfangen, gröber 
zu werden. ' ^ 

Auflösung zweiter TheiU 

. .'' A- 

$. fi3« Nachdem wir für die Function zzzu A — 

. vu 

:r^ 'TZ 1 — r r— , Und dafs dieser erste Quotient für 

jdu uu ^ , 

uzz'PA sich zzo ergiebt, in $*;2i. schon gefunden ha* 
ben: ^o ünden wir auch deu zweiten, 

ddz A ^ -. ddz ^ A 

r rz ß»— 5 • -Da nun dieser 



du 



u* 



du 



2* 



er A)* 



~ TT- » -also für ein nicht verneintes Ta sich nicht 
I a 

verneint» und daher so gut als bejaht sich ergibt: 
so sind durch diesen bejahten Werthi des zweiten 
Differentialquotienten wir versichert (wie es ebenfalls 

in §. 40. er wiciBen wird) , dafs z ~ T* A + x=-r- 

I A 

~2t*A einen kleinsten Werth der Function z 
ausmacht. 



«^. 



Anmerkung. 



$• 24« Da in dieser Aufgabe $.19» der Flächen* 
räum schlechthin A Quadratfufs gegeben, nicht aber , 
hinzugefügt ist» dafs er algebraisch bejaht oder ver- 
neint geflächt seyn soll ; so mufs auch bei dessen £in« 
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formang in ein rechtwitildiches Viereck far die Sum- ' 
ine seiner Seitenlinien ZZ a(a-{-v) nach der Rich- 
tung dieser Linien gar nicht gefragt vrerden, also 
bei dem gefundenen nrr|*A» weder von Bejahthek 
noch Verneintheit dieser Linien die Redesejn, soi^- 
dern unter dem fh schlechthin ihre L&nge Verstan- 
den werden« £in eignes System für die gröfsten und 
kleinsten Werthe der Functionen, unter der Bedingung 
aufzuführen, dafs bei allen dabei vorkommenden Grös- 
sen, blofs von ihrer absoluten Gi^ofsheit die Rede 
%eyn soll» haben wir nicht nöthig, da Mrir in der AI 
gebraischeti Auflösung, Tbl. i. als notbwendig 
erwiesen haben, dafs die absoluten Gröfspn« wo sie 
neben bejahten und verneinten aufgefühtt sind» also 
auch, wo sie einem* für das algebraisch Beiahte und 
Verneinte angemessenen Systeme unterworfen v^erden, 
allemfil als bejahte zu betrachten sind« 

Allerdings aber kann und mufs die Frage sejn 
können, was denn die algebraische Wurzel urz + T^Ä 
für Resultate hier geben würde, wenn man fordern 
wollte, die Aufgabe algebraisch zU verstehen! Daher 
ich späterhin es darlegen werde, dafs das "hier aufge- 
stellte System auch auf diese Frage ganz befriedigend 
und consequent zu antworten weifs* 

Vierte Aufgabe. 

§. 25. Unter allen um rra verschiedenen Zahlen, 
X und x-j-ä, diejenigen zu finden, deren Product 
y~ax-f-'XX eine Eminenz, das heifst ein Gröfs- 
tes oder Kleinstes» oder auch, wie es bei späierea 
Aufgaben ebenfalls vorkommen könnte» ein eminenter 
Wendungswerth aey. 



I I 
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Auflösung erster TheiU 

• ■■■ * 4 dy 

§. 26. Da der DifFeretitialquotient — — rix + a, 

für xn— — sich vernullt; 'so hat man das diesem 

2 

* a a a a^ • 

X zugehörige y ZZ — a - + "" • r — "^ -7- *« prüfen, 

. ** 1". 

ob es ein GrÖfstes oder Kleinstes sey« 

l&raphische JDaritetlung. 

§. fi7« Sey anüS gegeben^ so hat man 

3^=r } — I ; — a ; — 3 j —4 ; — 5 ; •. 6 ; —7.. ,. 

x+ar:5; 4; SJ »; 1; o;— t;— 2... 

aUoy— o ; — 4 } — 6 ; — 6 J — 4}— o j + 6 ; +4 .♦# 

Da hier (Fig. 1^4*) ^^^ ^^'^ verneint gerichteteten 
xrrA^n: — ijzr — 2 zugehörigen ynipSK an ver- 
neint gerichteten Längen zunehmen^ bis diese Ver-, 

dv 
]ängerung bei SOJ' wo -^-ZZO aufgehört hat, und 

die anderweitigen Nachbaren $9){ sich verkürzen: 
so ist ^9J2l die längste unter den Verneinten Ordina- 
len; und xnufs eben deshalb » weil sie inehr Ver> 
neintes als ihre Nachbaren in sich hat, eine klein- 

f 

«ste genannt werden. (Man s*oben §.4^^«) 

Auflösung tiveiter 2*heiL 

S« ^8* 'Da der zweite* Differentialquotient 9 -~-^ 
~ Q.x^zz^.if durchaus für alle )t bejaht , also auch 

für x — -- — ^i wofür der erste -~- iTöx + a sich ver- 
2 dx ' 

nullt, ebenfalls bejaht istt so sind wir dadurch 
versichert 9 dafs das , Broduct y =: x (x + a) für 

a . 
X — — ~- einen kleinsten Werth hat. 



'/ 
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Fünfte Aufgabe^ 

$• sg» Für die durch ynx^ —7 x— 6 bestimmte 
Cnnre ihre eminenten y zn finden* 

Auflösung erster TheiL (Fig.35-) 

dy 
5. io. Es ist j^ =3x^—7, also rro färxr=+rT- 

Für das bejahte xzz-^T^TZlA'P ist die zugehörige 
yrrPS)} eine längste unter ihren ebenfalls vernein- 
ten beiderseitigen Nachbaren, also eine kleinste« 
Für das verneinte xr:— T'l'rrA^ ist die zugehörige 
yzz^M eine längste unter ihren beiderseitigen* bejah- 
ten Nachbaren, also eine gröCste« 

Außlosung zweiter TheiL 

ddv 

0. 31 • Da j-i — 6x ist, also dieser zweite Quo- 
tient 1) für xrrT-| bejaht, und 2) für x rr — |*-J 
verneint sich ergibt: so sind wir dadurch versichert, 
dafs der erste Werth des X einen kleinsten , und der 
zweite Werth des x einen gröfsten Werth der Fun- 
ction y geben mufs» 

Sechste Aufgabe^ 

§, 3ö^ Für die durch y rr a* + (x — a)^ gegebne 
Curve (Fig. £6.) die eminenten y zn finden» 

/ 
, Auflösung erster TheiL t 

dy 
5. 33. Es ist^=5(x— a)S ako =0 für x=aj 

aber das diesem xtra zugehörige yqza n P'M' ^ist 
weder ein gröfstes noch ein kleinstes. Da bei MI das 



dv 

^ =: o geworden ist » so haben freilich die F 



M 



V 
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diese Nacbbaren* zu ihrer Lidkc^n, hier sich zu verlän- 
gern aufgehört; aber da dfe graphische Darstellung 
der Carve es v«r Augen legt« d^fs die Nachbaren zur 
Rechten, wiederum an Läag^ zunehmend sind: 90 isi 
die yzrPM zwar grösser als ihre linkeren » aber 
kleiner ats ihre rechteren Nachbarn* 



Auflösung zweiter Theil. 

ddy 
S- 34.* Der zweite CoefEcient ist -p^ r:;:6(x — a). 

Da nun dieser für xzra ebenfalls ~o, also weder 

bejaht noch verneint, sich ergibt: so \^ird es auch \ 

durch ihn noch nicht entschieden, ob die Function 

y für xrrä einen gröfsten oder kl^nsten Werth gebe. 

d^y 
Man mufs dann auch den dritten Quotienten -r-^ 

n 6. x° rz 6» 1 ♦ in Anspruch nehmen , wodurch nun 

hier entschieden wird, wie wir ebenfalls später in 

(xna)^ 
$.4.0. es lehren werden, dafs die Function 7 efnen 

eminenten Wendungs werth ausmacht* 



Erklärung 1. 

§• 55» Die Curve (Fig. 26.) hat in M einen 

Wendungspunct, weil M den End^unct eines con- 

caven Bogens ^MM und zugleich den^ Anfangspünct 

des anderseitigen convexen Bogens MM' ausmacht; 

der einfache Curvenzug ^MMM', welcher einer 

und efcen derselben Ordinatenreihe y in a -|- (x — a)* 

zugehört, im Ptincte M aus Concavität in Convexität 

eich umwendet. Wenn . defgleichen Wendungen bei 

dy 
solchen y eintreten, deren ^~o ist: so verdienea, 

diese y eminenten Wendungawexthe zu heifsenjv 

19 
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Erklärung 2. 

i. $60 Alle grdfetentind kleiasten Werdie» 
die wir in den vorigen fünf Aufgaben vor ^ogen ge- 
sehen haben, verdienen zweiseitige zu heifsen» 
weil jeder von ihnen grdfser als kleiner war, als seine 
beiderseitigen Nachbaren. In der Folge werden 
wir auch einseitige gröfste und kleinste y vorfin- 
den. Z«B. die PM' (Fig. 27.) ist die gröbie in der 
einen Ordinatenreihe yzzFMy und ist ein kleinste 
der andern Ordinatenveihe yrrPm; ist aber eine ein- 
seitige Enimenz, weil ihre anderseitigen Nachbaren» 
vermöge der Gleichung » durch welche diese Corve 
gegeben ist, unmöglich sind« 



Erklärung Z. 

$• 37* Alle Maxima und Minima und eminenten 
Wendungswerthe» kurz alle Eminenzien, welche» wie 

• dv " " ' 

die bisher betrachteten , durch ^ zr o , durch Ver- 

dx 

nullungswertbe des ersten Differentialquotienten ge- 
funden werden« sollen Eminenzien der ersten Art 
heifsen. Eminenzien der zweiten Art sind dann 
alle diejenigen zu nennen» für welche der erste Theil 
der Auflösung seyn mufs • dafs man diejenigen Wer- 

the der Grundgröfse x bestimmt , bei welchen -p =: OO 
sich ergibt. 

%• 38* ^^® ^^'^ auch für die letzteren mit me- 
thodischer Sicherheit entscheiden könne . ob sie ein 
Gröfstes oder Kleinstes , odet nur ein eminenter Wen- 
dungswerth seyen» denke ich in meiner schon erwähnten 
Neuen Methode des Gröfsten und Klein- 
sten, bündig dargelegt zu haben. Alle bis dahin be- 
kannten Methoden » über diese drei Eminenzien cal- 
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calatorisch« ohne die mühsame,, oft auch unzutei'» 
chende graphische Darstellang zu entscheiden, waren 
nicht nur auf die Eminenzien der ersAfn Art einge« 
sch]^änkt, sondern selbst auch unter diesen' nur für 
die zweiseitigen allgemein befriedigend ; und selbst auch 
' hier wird man die Regeln allgemeiiMurchgreifend nur 
hei denen n-eneren tiehrern vorfinden, welche mit miip, 
eigentlich einverstanden sind, dafs ein von ihnen so 
genanhtes verneintes Grofstes oder Kleinstes i in 
der Algebra eigentlich kein Grofstes und Kleinstes, 
sondern ein Kleinstes und Grofstes sej. Auch Käs V 
ne^r hatte sich darüber sehr ausdrücklich, und ün« 
richtig bestimmt* 

Da es aber allerdings der Fall ist, dafs diejenigen 
grofsten und kleinsten Werthe, die man für die ge- 
wöhnliche Praxis aufzusuchen hat, meistentheils za 
den zweiseitigen der ersten Art gehören: so will ich 
mich fürs erste wenigstens auf die dahin gehörige ge- 
wöhnliche Methode einschränken. Ihr gemäfs ist ibi 
Allgemeinen folgender 

Auflösung zweiter TheiL 

§• 39« Nachdem man in dem ersten Theile der 

Auflösung (mit oder ohne graphische Darstellung) den 

• • ^ dy 

, ersten Di£ferentia]quotienten -p-izp als eine Function 

von X gefunden, auch gesehen hat, dafs es ein sol" 

ches x^ (vielleicht auch mehre dergleichen Werthe des 

x) gibt, welches statt eines jeden im p noch vorhan« 

(x = xi) , 
denen x gesetzt ein p m'o gibt: so mufe dann 

auch der zweite Differentialquotient ^--~ nC^gefun- 

den werden* Diese% Q ist nun 

entweder i) nur noch eine Scheinfunction des x, 
also eine constante, mit x nicht veränderliche Grölse, 



. 19* 
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t oder q) «elbst noch eine wahre Fanction des ur- 

Teränderlicben , mit dx l)elegten x. 

» 

Im iBten FalÜ ist die darcbaus «chon besdmmte nn- 
ver9nderUche Gröfse • 

dei Q , J und hierdurch entschieden, 

^ oder TeriiHnt • 

* r j a t.« t-w • ein Miniman . 

dftis das dem obigen x zugehörice y , «« . ist« 

° ° o -" oderMaxinam 

Im £weiten Falle wird in des -; — r rrQallgemei- 

nem verSnderlichen Werthe QV jedes seiner x auf. das 
obige x' (öder, wenn es deren mehre gibt, nach und 
nach auf jedes derselben) eingeschränkt; und je nach- 
dem nun des allgemeinen Q dadurch eingeschränkter 
* ___ ..^ entweder bejaht 

(X "^ X' J 

Werth O ^^^^ verneint ist, ist es auch ent- 

oder zzo 

» 

schieden, dafs das dem jedesmal gebrauchten x' zu* 

gröfster 
gehörige 7^ ein kleinster 

fernerhin zu untersuchender Werth ist. 

Beweis dieser y^uflösungi 

§. 40* Sey y eine Function von x, welche es 
wolle, so wissen wir bereits 

3 r ^+"^ t ^y , ^^y ^ . ^^y , 

•^ ^ * dx * i.fi. dx^ * 1. fi.S.dx^ 

,(-«) dy , ddy , d3y , 

und y =y- äi« +i:rd^*' -'IXi:di3-^'+-- 

ist, indein y und y bedeuten, was aus y gewor- 
den seyn mufs, wenn man jedem seiner x ein -{'' 
oder — « zugelegt hat, wobei « eine beliebig grofs 
oder klein angenommene, doch dem x allemaf gleich- 
artige Gröfse seyn kann, x aber seine ganze Verän- 

dy 

derlichkeit im j, imr—, u^StW« beibehält« 
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Nan sejr x rr f einer von denen Wertben des x« 

(x = 

dy 
bei welcben -p ir o wird , (da« beifst , der erste Dif- 
ferentialquotient = o ist» wenn man in seinem Wer« 
tbe, der noCb eine Function des x isü» jedes scirf ge^ 

.(xnnf 

aetzt bat>; sej 3uch fernher 7 rrF nämlich F» wa# 
aus der Function^ 7 sich ergibt, wenn jedes ihrer x 
auf xzif eingeschränkt wird : so mufs , 

(Ju^^ (x = f) (x=f) 

auch F rr F+o-l —^—,. «* -I — ^^ — * tfl 

I ^y^ d f t 

•4- ; I • «* -4- -4- • • • 

' 1.2.3.4. dx-* * * 

^_^j (X=f) (X = f 

und F =F— o-f ^^l '.a^ JÜ5L_ «• 

' 1.2. dx* i.2.3»dx* 

(xrrO 
dv^ 

^ 1.2. 3.4. dx* * 

seyn ; indem ja hiermit nur ein einzeler Fall der obi- 
gen beiden Reihen behauptet wird, in welchen x Je- 
den Werth haben kann. 

0. 41. Wird nun a so «klein angenommen ver- 
langt, dafs das. Glied mit a^ in seiner absoluten Gröise' 
die absolute jGröfse der algebraischen Summe aus al- 
len nachfolgenden Gliedern übertreffend ist: so iat es 

x = f 

fialls , ^ - entw'eder 1) einen bejahtien, oder 2) dnen 

verneinten Werth hat, eben dadurch gewifs, dafs 

im isten Falle, jeder der beiderseitigen Nachbaren 
des F algebraisch gröfser als F, also F ein Klein^ 
st es seyn mufs. 
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Jm fiten Falle aber« jeder d^r beiderseitigen Nach- 
baren des F algebraisch bleiuer als F» also F ein 
Gröfstes aeyn mnfs. 

ddv 
$. 4s. Wenn nun aber 3) anch^-^ sich rro er- 
gibt , so wird darch diesen zweiten Differentialqno- 
tienten noch nichts entschieden, sondern mufs der 

d'y ' ' 

dritte ^-| zu Hülfe genommen werden. Es mag nun 

dieser, nachdem man ihn ebenfalls auf xzif einge« 
schränkt hat, entweder 1) einen bejahten oder 2) ei- 
nen remeinten Werth geben, so ist.es im iten Falle 

gewifs, dafs der Nachbar F algebraisch grSlser der 

Nachbar F aber algebraisch kleiner als F ist; im sten 
Falle auch eben so gewifs, dafs jener um 4~^ ^^^' 
fern te Nachbar algebraisch kleiner, und dieser um ; — « 
entfernte t algebraisch gröfser, als F seyn mufs; in 
beiden Fällen also gewifs dafs dieses F weder einen 
gröfsten noch kleinsten Werth, sondern einen veniein- 
Wendungswerth der Function ausmacht, bei welchem 
die Function , durch eine Curve. dargestellt, zwischen 
Concavität und Convexität (beides gegen die Abscis- 
eenlinie verstanden) wechselt. 

(X = f) 

§. 45; Sollte aber 3) auch — rr sich ergeben, 

so würde auch durch diesen dritten Differentialquo- 
tienten noch nicht entschieden, ob das durch xinf 
bestimmte- yrrF ein Maximum, oder Minimum oder 
ein eminenter Wendungswerth sey. Man müfs dann 
durch den nächsten vierten Differentialquotienten, und 
falls auch dieser =10 sich ergeben sollte, durch den 
5ten, U.S.W* za untersuchen fortfahren. 
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$r 44*^ Wir werden ei bei unserer , Praxi» ntcbt 

^ leicht mit Functionen zu tbun haben » bei welchen 

uns nicht acbon durch den zweiten oder dritten l)\i' 

ferentialquotienten entschieden würde» ob für ein 

dz 
xir: f » bei welchem ;i- =o sieb ergeben hat, .die yzzF 

ein Maximum oder Minimum oder ein eminenter 
Wendnngswerth sey. 

Auch werden wir>s bis zu §• 5^* ^^^ ™>' lauter 
solchen Functionen zu thun babeUp bei welchen auqb 
vE'enn a noch so klein genommen wird» niemals einer 

von den beiden Nachbaren jF und F unmöglich 
ist; sondern die gefundene Eminenz t sie mag 'ein' 
Maximam, oder Minimum oder Wendungswerth sejt^, 
allemal eine zweiseitige Eminenz ist* 

$. /^^*. Uebrigens » obgleich bei den meisten für 
unsere Praxis nöthigen Beispielen » der Abstand a zwi- 
acben den Nachbarn» ron beträchtlicher Gröfse» bisweilen 
sogar unendlich grofs» ohne Schaden konnte genom- 
men werden: so rathe ich doch» sich sogleich dar^n 

zu gewöhnen» dafs man sich die benachbarten. F 

und F \aucb überhaupt im allgemeinen schon y 

utid 7 y als n ä c h s t e Nachbaren fördert » das beifst 
je näher je besser» also in einem unendlich kleinen 
Abstände a » der also » weil «e dem x gleichartig sejn 
mufs » selbst auch ein =i*dx seyn wird» welches dann 
bei manchen von den höheren Functionen sogar ein 
*dx~dxr:o ganz nt)th wendig geworden sQrn muls» 

§* 45* ( In der Folge» und sogleich bei den zwei- 
fach variabeln Functionen werde ich es darlegen« dafs 
der kürzeste und strengste jßeweis dieser (lehrent e^- 
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nes endlidien «rr Ax» und in so fem dea Ta)rlor«chen 
Lehrsatzes gar nicht bedarf. Es liegt viehnebr eine 

sonderbare' Furchtsatskeit -dabei zum Omnde, dafs 

ddy 
man nachdem der zweite Diffierentialquötient^pj- rzq 

durch strenge Schlüsse der Differentialmetnode auf 
das genaueste gefanden ist, oder als Fonction seconde 
f'jrrq darch den Fanctionscalcul , dem Anscheine 
nach vermittelst lauter endlichen Hülfsgröfaen erobert» 
eigen^ich der bifferentialmethode abgeborgt^ entwen-y 
det ist, gleichwohl das Vermögen dieser JFunction erst 
durch ihre Wirkungen vermittelst, eines endlichen 
^— A^^ zu erforschen nöthig hält! Es isir das. gerade 
eben so» als wenn ^aiin in der Statik» nachdem man 
.durch bündige Lehren dieser Wissenschaft die GrÖfse 
und die Richtung eines Druckes» eines Triebes 
(einer vis in acta primo constitutae) auf das genaueste 
bestimmt erhalten bitte» gleichwohl das VeriAögen 
dieses Triebes erst vermittelst einer kleinen ihm ab- 
gelockten Bewegung kennen zu lernen für nothw^n- 
dig halten wollte! Man kann sich hier veranlafst fin- 
den» an das st) genannte Frincip der virtuellen Ge-; 
achwindigkeit zu denken, " 

Taylors Lehrsatz weifs von einem jeden DifFeren- 
tialquotienten, dem ersten» dem zweiten» dem drit- 
ten u. s. w. die ihm einwohnende virtutem dadurch 
vor Augen zu legen» dafs man durch ihn auf eine 
sehr bequeme und sichere Weise erfährt» was jene 
virtus zur Vesgröfserung oder Verkleinerung der ge- 
gebnen Function vermittelst eines •-f'A^c ^1^ auch ver« 
mittelst eines — A^ bewitken würde. 

Sehr bequem wird dieser Lehrsatz, auch dadurch» 
dafs man bei seinem Gebrauche» wie wir ihn sorg- 
fältig oben begründet haben» nicht etwa noch zu 
fragen braucht» ob das regelmäfsige angelegte Diffe- 
rential dx» wodurch man die Differentialquotienten 
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gefunden hat, ein -«f-dx oder ein -«dx gewesen sey« 
Eben diese Bequemlichkeit Wind auch. uns verbleiben» 
wenn wir späterhin,^ um von den Wirkungen der Dif- 
ferentialquotienten nur das Wesentliche für die Unter- 
suchung der Eminenzien zu benutzen, nur dx statt 

Ax ansetzen, auch bisweilen -~- dx ; ^ — ^-dxdx und 

dx dxdx 

B.\(r. schi;eiben, da dehn jedes dx im Multiplicator 

' für sich nicht nur bejaht, sondern auch verneint ge« 

fordert werden kann ;^ indem ja statt dy .(•«- dx) dann 

dy . ' 

-« ',; dx geschrieben steht. 

Auch für die Untersuchung der eminenten Fun* 
ctionswertbe verdient der treffliche Taylorsche Satz 
. nicht nur gelehrt, sondern auch von den Anfängern 
eingeübt zu werden, wozu nun die folgenden auch an 
und vor sich nützlichen Aufgaben dienen können« Ab- 
sichtlich aber habe ick einige vorzüglich merkwürdige 
mechanische und hydraulische bis dahin, wo sie im, 
Zusammenhange ihres Gebrauches vorkommen wer- 
den, ei^ä|>aren wollen.) 

; Siebente A uf g a b e^ 

S, 46. Die gröfsten und kleinsten unter 
den Ordinaten y im Kreise yy~2ax — xx zu 
finden. 

V 

Auflösung. 

§- 47. Aus der gegebenen Gleichung ergibt sich, 
dafs rr sa des Kreises Durchmesser AB (Fig. 28.) ist, 
auf welchem wir (von A aus nach B hin die bejahten 
Abscissen nehmen (§. 3.). Die gegebne Kreisgleichüng 
unentwickelt difFerenziirt , gibt sydy — sadx — 2xdx, 

also -p — "^ [^o für x~a, folglich yrz+ a] 
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^Aach der sweite Differentialquotieiit Mrird hier 
am bequemsten gefunden, wenn man statt 

-T- r3 " ■ die Gleichung y.-prra — x differenziirt, 

wodurch man y, -7-^ + -r^ . dy rr — dx , also den 

' dx ' dx "^ 

^ . i^y 1 / dy dy . " 

zweiten Quotienten ■ , n ^— -r* . ^ erhält. 

^ oxux y y dx dx - 

dy 
auf T^zzo, also auf .yrz-i-a einge- 
schränkte Wertb desselben hdrse~--r^t 90 haben 

dxdx 

^' ^)d7d^=-TI"~a-^-^---a^^'5^=+* 

und 2) ^ . — — • o.orr + -furyrr — aj 

'^ dxdx — a — a ' a "^ 

folglich y=:4'a ^^^ Maximum, und yzi — a lein 
Minimumv (§.39.) / 

Jenes bejahte y~a^ist die dem obigen x rr arr AC 
KUgebörige bejahte Ordinate C£, und das verneinte 
yzz — a die derselben Abscisse x~AC s^gehörige 
yerneint gerichtete Ordinate C€» 

Vollkommen richtig wird hier durch die Regel 
§•39- 1^0.2« entschieden» dafs in der Reihe der be- 
jahten Ordinaten yn-f-l^^ax — xx die ymaizCE 
eine gröfste, in der Reihe der verneinten Or- 
dinaten y rr — T2dx — XX dagegen die y — — a~C6 

eine kleinste ist; indem sie mehr Verneintes 

« ■ 

als ihre Nachbaren enthält. 

Z u s a t z 1* 

f» 48* Wenn für denselben Kreis (Fig. 23.) die 
Abscissenlinie um AG= — b vertieft, und der nun- 
mehrige Abscissen- Anfang in G genommen wird: so 
sind für jedei^^Funct M und 9)2 des Kreises die neuen 
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Abscissen GQnx den vorigen x aq Gröfse und an 
Richtung gleich. 

Was aber die neuen Ordinaten QM (auch Q3te) 
betriiFt: so ist M mag seyn, welcher Funct des Krei- 
ses es willf 

allemalF M + MQ == PQ rr AG rr — b. 

das ist y^— QMir — b; also ymQM — b- 

Demnach hat man für die neuen Ordinaten die 
Gleichung (QM — b)^ zr öax — xx'; and wenn man 
nunmehr auch die neuen Ordinaten Q,M wiederum j 
nennt , so hat man die Kreisgleichung 

(y — b)^rzßax — XX. Diese Gleichung gibt 

nun 2(y — b)d7 = sadx — sxdx» 

also -r- zr < "^ , [zzo für x — a] 
QK . j — b •* 

• j, ddy 1 1 dy ^y »>• 11 

und -r— T- — — r — ■ ■ ♦ -r- • -r^» Dieser all- 

dxdx y — b y — b dx dx ) 

gemeine Werth des zweiten DifFerentialquotientenauF 

dy_ 

dx 



no, also auf xnra, und die diesem x ^sugchori- 



gen y eingeschränkt » gibt J - — — 



. . _ .-• Da nun 

dxdx y — b 

überhatkpt y— b nr + t*i2ax — xx, also y n b + a ist, 
nach der Zeichnung aber in absoluter Gröfse GAmb^a 
ist: so sind hier beide Ordinaten •Reihen bejaht. 



das 



Da sich aber für das eine y n: b -|- a , 

ddy 1^ 1 . ^ ..^ -^ 

— -j- rr i 9 verneint ergibt, so muis 

dxux — p a a ' > 



dieses yrzb-j-anSE ein Maximum seynj indefs 
sich dagegen für das andere ymb— »a 

das -; — r- t^ — — • bejaht ercibt, und somit diesea 
dxdx — a ° 

y±:b — a^S£ Hß Minimum bestätigt wird. 
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9 

Zusatz fl* 

$« 49 a. Zar heilsamen Uebang in den* algebraisch- 
geometrischen Richtangs-Lehreh mag man at&ch die 
Abscissenlinie um AHizb über dem Durchmesser Aß 
erhöht fordern« Dadurch müssen • wiederum b^a 

genommen« die Ordinatenreihen =r — hjjlV 2 ax— »xx 
beide verneint sich ergeben. Vollkommen richtig 
wird man nun auch in dieser Lage der Aufgabe durch 

den . Werth des zweiten Differentialquotien- 

vern einten ^ 

. verneint gerichtete KF für ein Minimum 
verneint gerichtete KE für ein Maximum 
erkannt finden;, wiederum dem von uns als nothwen- 
dig behaupteten algebraischen Sprachgebrauche ge- 
mäfs, dafs unter den verneint gerichteten Linien dieje- 
nige die gröfste heifsen mufs, welche am wenigsten 
Negatives in sich hat, und dagegen diejenige die 
Jileinste heifsen mufs, welche das meiste Negative in 
sich hat. 

Anmerkung. 

§. 49 b* Gesetzt nun auch» es wäre mir nur da- 
rum zu thun die längste und die kürzeste unter 
den Linien zufinden, welche in der geraden Linie AKL 
ihren Anfang, und in dem Umfange des Kreises ACNF 
ihr Ende haben, so würde ich dennoch die y der bis- 
her gehörigen Hreisgleichung yj^'2hyzZQSiX''^xx,''^hb 
der algebraischen Theorie des Gröfsten und Kleinsten 
unterwerfen müssen, also die verneint gerichtete. 
KE für ein Maximum, und die verneint gerichtete 
KD für ein Minimum anerkannt finden müssen: eben 
daraus aber sogleich zu schliefsen haben, dafs in aV 
soluter Länge die KE eine kleinste, die KD eine 
gröfste seyn mufs. 



Cap.^Vlh GrbJsteuMemsteFunf^tionswer^he. 301 

Einseitige Gröfste Und Kleinste. . 

$. 50. Die sämmtlichen Functe in der Kreislinie ' 
(Flg. 23.) möge nun 

durch die Ordinalen p'gjj = lJ.J^^_^^^.(§470 

oder 2) durch die Ordinalen ^^= J^J^^'^I^^J <M8 ) 

oder 3) durch die Ordinalen .«vi == u ^-/ • ( (Ö-49-) 
'^'^ I2DJ -b-t (ax-xx) ^"^ '-^^ 

algebraisch beslinimt werden: in jedem Falle werden 
hier die Functe der obern Kreishälfte durch eine 
ihr eigenthümlich zugehörige Ordinatenjreihe, 
und dagegen die Puncte der untern Kreishälfte durch 
eine andere 9 wiederum ihr eigenthümlich zuge- 
hörige Ordinatenreihe bestimmt» 

Im Falle 1) und 2) und 3) hat in A und in B^ 
die erste Ordinatenreihe (mit dem -f-l*) einen kle.in- 
sten, die zweite Ordinatenreihe (mit dem — T*) ei- 
nen gröfsten Werth, . aber nnr einen einseitig 
gröfsten oder kleinsten Werth, weil der iji A, nur ian 
der rechten Seite mögliche Nachbaren hat» der inB. 
nur aä seiner linken Seite mögliche Nachbaren hat, 

$. 50^* In dieser Aufgabe werden die zweiseitigen 

dy . . ' 

Emihenzien durch die Forderung -r^^ro» die einseiti- 

dy 
gen, durch die Forderung -pizoo gefunden. In an-' 

QX 

dem Aufgaben ist es umgekehrt. Wie sie in beiden 
Fällen richtig zu finden und zu unterscheiden seyen, 
glaube ich in meiner NeuenMelhode bündig darge- 
legt zu haben« Auch in der praktischen Mechanik und 
Hydraulik u. s.w. drängen sich die einseitigen £mi-\ 
nenzieo ein, daher es auch den Praktikern zu wissen 
nölhig ist, dafs die gewöhnliche Definition der gröfs- 
ten und kleinsten Werthe^ lediglich von zweiseitigen 
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abstrahirt» sui enge war« Denen Mathematikern, i^elche 
mit ihren bisherigen Ansichten auszureichen mejnen, 
, möchte ich als eine gan^ einfache und ledigKch theor 
reiiftche Aufgabe vorlegen» die gröTsten und kleinsten 
Werthe der trigonometrischen Tangente eines yerän- 
derllchen Winkels 9 durch bändige Schlnaae dar- 
anlege ! 

Achte Aufgabe. 

$• 51, Unter allen Bechtecken, 'welche 
im Halh^kreise ADB (Fig.29.) Statt finden, das 
gröfsteFF, vermittelst der Kreisgleichung 
77 =raa^ XX anzugeben. 

Auflösung^ 

$. 52« Da in dieser Gleichung;» dessen am CM' 
/ jeden Halbmesser bedeutet» die Abscissen xrzCP und 
Ordinaten PMrr7 sind; so wird durch x. 7 die Hälf- 
te eines jeden im Halbkreise AFB möglichen Recht- 
eckes 2x7 angegeben» Da nun das ganze MP eia 
gröfstes se7n mufs» wenn xy ein gröl^tes unter d<5n 
halben ist : so hat man für die Function U ~ X7 ihren 
, gröfsten Werth zu suchen» 

Da sich nun -t— rr 7 + x -~ , aus der Kreis- 

dx * dx 

dy X 

^ gleichung aber -p— — — ergibt: so hat man t den 

ersten DilFerentialquotienten 

dll , XX 77 — XX f. -« _j_ n 

'T-'—j'^——— , [ = für 7r:±xj 

dx ' 7 77 *• 

Der zweite Differentialquotient wird am bequem- 
sten durch Differenziirung der Gleichung 

yj.-r-zz 77 — XX gefunden» welche - 
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^ ■ ^* dT + '^^ "dFp *' '^ ~ ^ 
, . ddUl dy dy du .. 

«'•^ y ''• SEdi = *y S^ - «^ - ^J^ di • dT 8'"'^ 

Da 68 un$ nur darauE ankommt, das + des -; — r- 
für diejem^en x und ^ zvl erfahren/ bei welcbem 

-t— =r o ist, also das letzte Glied der Gleichung sich 

vernullt; auch der quadratische Factor yy, bei allen 
möglichen j bejaht, im Zeichen nichts ändert: so 
brauchen wir. nur zu beachten, dafs 
ddU dy 



• • • 

• • • 



. . ,.- y :r x~ — x — x ~ — flx ist# 

dxdx '^ dx 

Also ^as halbe Rechteck Uzrxy ein Maximum, 
weljches sich längs einemlbejahten x erstreckt, uiid 
das andere, welches längs einetn negativen 'x sich 
erstreckt, ein Minimum! 

Vollkommen fichtig, und allemal ein solches x 
genommen» dessen y, es mag bejaht oder verneint 
seyü, ad absoluter Gröfse ihm gleich ist, weil ja die, 

Forderung ^p-tr o ein y~±x verlangt hai. 

Da wir blofs das gröfste Rechteck im obern 
Halbkreise AFB verlangt haben: so geht uns dasjenige 
mit negativen ,y im untern Halbkreise nichts an. 

Und da wir eigentlich wohl nur die absolute 
Grcifse des Rechteckes im Sinne hatten: so können 
wir davon Gebrauch machen, dafs eben deshalb weil 
die negative Hälfte desselben ein negatives Klein« 
stes ist, ihre Gegengröfse, in QF anfangend, in 
CD beendigt, ein bejahtes Gröfstes seyn mufs; daher 
¥C 4" CG das gesuchte' gröfste Rechteck seyn mufs. 
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Anmerkung, \^ 

§• 53* IVIit solchen Wirkungen deft algebraischen 
+ mufs man Bescheid lYidsen, wenn man nicht in 
▼erwickelten Fällen aus einer Schwierigkeit in die 
andere verfallen will. Hätte ich die Kreisgleicbung 
yyrzsax-^xx befolgt: so wären wir auf diese Er- 
örterungen nicht zugekommen. Denn hier ist das 
ganze Hechteck QG — QD. QF m (aa — sx) y n sy (a— x). 

Also U~öy(a — x) gesetzt» 

•^ ZZ -^sy + fifa— x) 3^« Aus der Kreisgleichung 

dv a I V 
ay äj r: sa dx — ax dx , al«o ^ ss — — gefunden, 

dü__ „ , 2(a — X)» __ ... _ ., 

5^ = — ayH ^- [=0 furyrra— x]. , 

JTT W 

Da nun yy . j- n: — ß yy -j- s (a — x)* differenziirt 

:. <^U , ddU , , ' ^ 

uns 2y dy • 57 + 77 • dT — —^7^7 = 4(a — x)dx, 

für-r— :i=:o also, welches y n a--^x fordert, uns 
dx 

-j— j ::: — 8(*"-x) gibt; so würde man sagen , dafs 

für x~AQ, kleiner als a, der zweite DifFerentialquo- 
tient uns versichert, ein gröfstes Rechteck QF zu ha- 
ben; welches allerdings richtig ist. 

Aber es könnte ja auch x — AP behauptet wer- 
den, welches gröfser als a ist, und daher den W^rth 

des ^-j- bejaht bestimmt? Hier ist die einzig rich- 
tige Antwort, dafs dann das Rechteck in PG aeipen 
Anfang nimmt, und längs deryerneint gerichte« 
ten Grundlinie, bei bejahter Höhe -^-y "zz PG gans 
richtig eine algebraisch verneinte Fläche ausmacht. 
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jinmerkungsi^ 

0« 54» öeseut es würde das gröfste Rechteck im 
ganzen Kreise %n finden verlangt » so würde doch 
die letzte Kreisgleichnng yy n 2ax •— xx nns nur die 
eine Hälfte im obern Halbkreise als ein^befahtes Grdfs* 
tes anzugeben vermögend seyn, die andere HSifte del- 
selben im untern Halbkreise als ein' verneintes Klein- 
stes dann angeben müssen ! Die hieher gehörige Er«' 
örternng ist aua dem vorigen einleuchtend. Wollte 
'man ihrer nicht nöthig haben» so müfste eine Kreis« 
gleichimg angelegt werden, deren Abicisse wenigstens 
um =:a un^er der vorigen gelegeii wire« 

Neunte Aufgabe. (Fig. 30.) 

§•55* Es i§t gegeben des PttncteaE La- 
ge.gegen die beiden Schenkel eine# rech- 
ten Winkels BAD; man verlangt die kürze- 
ste Linie GEB zu finden; z.B. den kürzesten 
Cohiunications weg FG» durch welchen man 
mit Benutzung der Landstrafsen DB und BA, aus D 
nach.B» den Ort £ mit treffend» gelangen kann. 

Auflösung. 

$, 56. Die genannte Lage des Punctes £ ist ge« 
geben» wenn 'dessen Entfernungen N£ = b und EM 
rza gegeben sind. Werde nun noch FN ~ x und 
FG^y genannt» so hat man die' 
Proportion FN : FA — FE : FG 
durch X : X + * rz f (x^ -|" ***) • 7 benannt» 

Also yr:(h^+5i*)^»(i + ax-«)» folglich' 

al8(» 7^ = , wenn (a -f x)x» — a (b» + x»)., 

20 
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also x^rrabbt folglich xrr'Tabb genommen -wird.*} 

Will man tich die Mühe nehmen auch -r-r^ ^^ An* 

dxdx 

den , ^ 00 wird def sen Werth , auf x rr f" ^bb einge« 
acbränkt« sich bejaht ergeben, und dadurch be8tXtige% 
daüi durch dieses x ein kleinstes j bestimmt ist. 

Kürzere trigonometrisehe Auflösung» 
$. 57. Es werde NFGrzy, ' dieser Winkel ge- 
sucht, dafs ür:FE+ED— A^ + -^^ ein Klcia- 

' sin ^ ^ cos (p 

stes 8cy,r M hat man Unb.siny* -|- a.costjp""* 

»1*0 -rr rr — : — -r ♦ cos Cp + -^ I rro fdrsinCpnT^ - 1 

dy .^ sin#9)^ ^ cosy-* L • J 

Die Gleichung sin 9*. cosy^. — — — bcosy^-j-asiny 
.^ du d(sinCp*.co8g)^) ... , ddü 

«*»** dy • dy + "^^9^ • ^^'5? • 5;nn^ 

zi; + 3 b cos 9^ sin 5p + 3a sin y^ cos y 
Für ^ zr o fällt das erste Glied weg; und da 

sin 9'. cos (p* bejaht ist: so hat man ^"7*:*: b. sin y 



,» 



*) Die Gleickang xxx=:abb in die Propotdonen . 

XX XX XXX 

b : X — : X -=- rr -r- 1 -rr" ««fgelöfit. legt vor Angeai 

b b DD 

dafs X zwischen b und a=£=.^^ die tweite mildere Pre- 

pordonale ist, welche geometrisch am bequemsten doicJi 
Kreis- und Parabel - Section kann gefunden "wetden* 
Diese Sectionen zu kennen hat ffir die biquadmischen , 
und Kubischen Wurzeln auch calculatorlschen NutseU» 
obgleich sich jede Kubikwurzel durch Rechnung Mreit gS' 
naner nnd leichter als durch Geometrie finden lälst» 



I 

^- $Lk cbB^; also wenn i|p «iii s^itter Winkel ii^> h'C»- 
}At • und Fö 6fn jAleinitee^ 

^. 5§. t)!e Aufgabe könnte mit 8öi(ilieh ^orde- 
tüitgen abgefardt Werden» dafs der Winkel ^ ein atl^m- 
' pfer. Heyn« und der zweite Differentialquotient die ge- 
fatldeni^ JElmlneh^ ^G für ein veirneiiites Maximuln er- 
klären müfste» Welche dann dessen üngeafcbtet« Wd^ 
ie$ auf die trigöhöinetrisoh verneinte ]K.ichtüng nicht 
ankomiät • in ihirer absdlaten GrbÜse aU ein Minimtim 
ftu behandeln feeyn Würden 

Zwischen mehretji Or^eii die vDrthe!)ha^esteh Com- 
inünicationsWege zu finden^ würde Merkwürdige Aut- 
IBsniigeh veranlasseti» die aber nu^ durch Functionen 
mit zwei Vieriabeln^ ala aolchen« i^U behandln. rath« 

aäm Wäre» 

« 

/ 

Zeknie Aufgäbe. 

$; ^4. tline gegebne Massb z:A Kubik« 

füfsy soll in die Gestalt eines recbtwinkli* 

eben Parallelepipedi -gebrab&t Werken- 

: und dabei so WenigOberfläche als mdglieh 

. Jiab.en. W^licbe Jbithehsiohen miifl maii 

dem Fjirallelepipedo geben? 

Auflösung. 

$• 55^ Seine drei Dimensionen eejen k»)r»9Kt so 
Weifs man 
I) dafs xyzjfrA seyn mufs* Heifse feimet ü dte 
. halbe Umlläcl;e des Parallelepipedi , so hat man 
. 11) Ü±:xy + X2 4"y*» welche^ ein Kleinstea seyn soll. 

A 

^ * Ana 1} läfst sich s :£ -^ folgern 1 und dies in II) 

. 20* 
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gcfbracht , gicbt die Gldchang III) U = xy -^ }- - , 

woraus sich ergiebt 

t)^ — n 7 -«^ — t wann man bloa die x belegt hat ; 

8) -T— r:;;. X «^ -r- » wenn, mt^n blos die j belegt hat 

Soll nun von diesen beiden Differentialquotientea 
jeder ~o aeyn, so malt 

1^ ▼ — — ~ö, und 2) Änch xrr — rro aeyn. 
Ana 1) folgt y — ■— und diesea in s) gebracht, 

XX 

gjbt X — ■ - —6, also xr: TA» folglich avfch 
y — -; -— — f*A, und demnach auch 

r A. r A 

_A_ A _«.. ^ 

^-^-fA^A-."^': 

Hiemit wissen wir nnn» dafs xrry— z — T"A ge- 

3^dU 
seist werden muis, wenn i)--|— izo» und 

fi) auch -^ rr e seyn soll. Da nun ferner 

überhaupt — -r — _2— jist, bei nichts belegtem y; 

, a^d^dU A . , . . , 

und -j--- — ZT 3 -^ ist , bei unbelegtem x : so sehen 

wirf dafs für xnynt'A, die beiden zweiten Dif- 
ferentialqaocienten einen bejahten Werth angeben; 

3 

durch X r= T*A also ein hleinstes U erhalten wird , in 
so ^eit es vom:x abhängt , bei jedem Werthe des y; 

auch durch y~rA ebenfalla ein Kleinstes IT geliefert 
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I 

lyird, in ^o weit dieses durch y bewirkt werden 
kann» bei jedeln Werthe des x. 

Hiedihreh sind wir allerdings nun gewifs gewor- 

den» dafs im xr^rynlTÄ genommen» die beiden Ver- 
änderlichen Gröfsen X und y gemeinschaftlich^wirkea^ 
um ein s^w^tfacbes Mfntmttm einzuliefern. Und 

3 A 3 

da dardi xzzy — f'A auch zcz — rr TA bestimmt 

wJrd: so sind wir allerdings versichert» dafs der Ku- 
bus eine kleinste Oberfläche bat. 

(^ine allgemeine Ueberschauung dieses Verfah-r 
yens kann ersi ap2terhin mitgetheilt werden» irenn 
wir auch die dazu nöthigen allgemeinen Vergle;ichun- 
gen fwiachen den partielieh Differentialen zweifach 
variabler Functionen werden beigebracht haben») 



* f »< 
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$. 56. Eine gegebne Masse A soll cylin- 
drisch gefoBmt w^er^e^^ welchen Cylinder 
mufs man wählen, dafs die Oberfläche ein 
KlelAiftMaiSeyS \ ' 

Auflösung. 

Dafs man unter den geraden Cylindern wählen 
müss^» ist ^ehr vC^i^leuehtend« Ein schiefer kann das 
verlangte Minimum der Oberfläche nicht haben, weil 
ein gemder von derselben* Grandfläche und Höhe ni- 
ben ihm'gedaV:lht» einerlei Inhalt mit ihm» und 'ddch 
eine kleinere Ümfläche bafben würde.. ^ * 

Sey eines geraden Cylinders Halbmesser ZT x»^ und 
Höhe rry; so ist dessctn Grundfläche n'xxx und sein 
Inhalt ~^xxy; wobei wir nun ? 

I) wissen » 4afs vxxy ~ A seyn mufs » und 

II) fl^ine Umfläche U =::: 2. irxx -|- 2^xy ein Kleinstes soll. 



10 Cap.Xf^JL QröftUu.hUlusteF^nctionsiberthe^ 

Da nun j-— 4*x + *»/ + ^t^ 5^ "*^t 
aus I) aber folgt» dafg fivx74X'-]-' ^^djijiiQ 
also ^ z:; -r- ^ «eyn snob, ap haben ^ic aQob - 

5-:;= 4« — il»y [aliO =Qi für yz:;«^^]^ ^ 

Ferner ist' :r-T^ = 4» — •*-3^2r4» + 4» -f ^^o 
axdx : ax X 

bejaht, wenn y und x eipander ^leicth be«eich« 

Del angenommen werden. 

Da wir nun achon wissen 9 dab man um 7— zo 

9U erhalten» liothwendig 7~S)(» aico auch x und y 
gleichbezeichnet h^ben rnnb: so ist es gewiß ,^ daß 

ddü . . ; ' • 

ep-p dafür sich bejaht ergibt» und somit die Umfiächc» 

ü — 2^1^^ -j- ^irJcx als eine Rleinste besUtigt wird« 



4tnd $T €r C al cuU 

ff 57. Aus I) folgt y = — , und diesejr Werth 
des y in 
JI) gebrach t", giebt V IT a *xx -j ±:aifxx -{- «Ax''*» 

Also T--=4« — ^Ax-* [ = für X — f ^; a% 

«X ■ ' Sir 

ipo ein hejabtes x, wenn A nicht ausdrücklich yer« 
peint gegeben verlangt wird^ -'-;In der obigen Aufgabe 
aber wud natürlich des^ep absolute Gröfse yerstanden-J 

Ferner ist t—t- — 4if + ^— » also bejaht , und 

dxdx " ^ ' XXX 

3 A 

demnach gcwifs. dafs das d^cb x—f— bestimmt« 
U da Uein^tes ist. 
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' A A* 
Aufrrrf^— • s:~'t' «rgibtiaiidi Uer ndi -'■■'■^ 

■ 2»- w*- »■,.■*.■■•'.•»« ♦ t 

Ä. 2^.ir 5« -Ä. _^ ^ • ^ !_• 

J n m ^r k. u jß g^ .-.. ,,. 

. 0« 58* Für Munseni eine ofrenbar untchicMielia 
Form I >(m der man' aiich andrcfr Ursachen Mregen be« 
trfl^htlich' entfernen mufs. Aber man ^ehsdchne sicli ' 

etwa die Carve fjir Urrd^x , so dalb x die Ab^ 

•cissen, nnd U ihre Ordinalen werden: sQ/wird maa 
sehr anschaulich vor'^Aageto haben, daTs es gerade für 
solche Cylinder» die sich von dem Minipio der pber«^ 
flSche schon sehr 'ehtf6rnt haben, wichtig ist, sie 
nicht nnnöthiger Weise noch weiter zu entfdmear 
W'eil dann durch eine Kleine weitere £htferhüng>. ihrer 
Oberfläche sehr vergröfseVt wird« (In tt/<|ilier .Kenn t- 
nir^ nnd Betrachtung. des neuernMünzwe- 
$e n$ iTQS. S. 95« 'findet nian mehr darfibetbeigebratcht«) 

Zwölf tf AufgaJf: 

^ ■ * ■ • 

$•59^ KSmer, Mehl und Getränke u.dergl. iv 
messen,' braucht man höhle CyMnder*, c!ie oben oflFen 
sind, wobei die Frage vorkommen kanq« . wie man, 
dergleichen Gefäfse proportioniren müsse, ^dafs ihc 
Boden nebst ihrer Seit«rwaiid, nicht viel Material er« 
fordere, indem dieses ^für. etwas grofse Gefäfse aus 
.l^ohlfeilem Material» doch .immer noch den Vortheil 
hat, dafs die Gefäfse nicht iibernöthig schwer ausfallen» 

' Auöh hier wird man' zuvörderst nach der hoch* 
aten erreichbaren V<dlkoaunenh^it, nach dem Miniia^ 



fragen # und dann die Frage hinznfiigen , wie weit 
man dA loM iimc . beMen Proportion entfernen ^ und 
auf welcher Seite man «ich am weitesten davon ent- 
fernen könne; ohne in eine grofie Entfemung vom 
Minimo su yeribUea« . . >. 

A u f l ö a u n g, 

^^ geg^hne Inhalt sij rt'A , tmd x der HiAb- 
meftef«'7 die Hdbe dfs cylindriachen Ranmea« ap ist 
. I) r^xyziAi, -^ifB, VfQrbiii^ AbeiT . die materielle Be* 
giiasnng ides OefiUie» die aus dem Boden und der 
Seitenwand besteht , durch W benannt, ist 
il) Wr:*tt-f fivxy; 

folglich -jj^irpirx + a»y + ««g?. 

, Ana 1} wie in . $«56. gefolgert 9 dafs ^ r: — — iat|. 

' dW 

^1 -^rriirx — öiry falso*!r:o fär xzzj.J 

ddW dy y 

" '■ Femer ^—^ tir Sic — ßx -r^ rr ßr + 4» i-, alao be- 
-:. , dxdx dx * X 

j^ht für'yrrxt xia.d demnach beatStigt» dafa dieaea W 

eine kleinste Umfiäche ausmacht.. 

Anderer C a'l cuW 
§.' 6o» Aus I) folgt y zz — f welches m II) ge- 

bracht. gibt W— rix -] zr »xx -f- «Ax""*, 

- »xx 

Also -r— rr s^tx — ß Ax "" ^ Talso ~o für xrri* - [♦ 

Atich T--r- = 2*+— » föif xrrT- äIso bejaht« 
.... dxdx XXX T. 

$. 61. Für diese Aufgabe ist also der Cylinder 
^n'Bolqher/ dessen Höhe tmd Halbmesser eioand^ 
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gleidh und« Einis , Form , die z. B« für MeUeh und 
Scheffel sehr geschickt» und ohne alles weitefe Be- 
denken zu gebrauchen ist, wo abgestrichen » nicht 
etwa gehäuft wird« In lettterer Hinsicht müfste doch 
die einmal. eingeführte polizeiliche Form mit in 3e* 
traeht sti sitiieii seyn« ^ 

Für flüssige Sachen dürfte die l^eite dieses Cy-^ 
lihders zu grofs gegen seine Höhe seyn ; weil bei sol* 
chem Maabe Wel dflitauf ankommt, dafs es völlig ho- 
rizontal gehalten wird; auch die durch Cohäsion ver- 
ursachte Abweichung von der obern Ebne bei weiten 
Oefäfsefi gröfsere Fehler als bei den engen veranlas- 
sen kann« 

Sehr schicklich gebraucht findet man diese Leh- 
ren des Gröfsten und Kleinsten in des Herrn Eytel- 
w^in Vergleichung der Maafse und 6e- 
wncbte in den Köniigl« Preufs« Staaten« Ber- 
lin i8to« 

Dreizehnte Jufgnbe. (Fig.si;) 

$» 62» Von C ff dem mittlem Puncto einer nur 
kleinen, hodzontal gelegenen Ebene GH, ist um 
DBzrb die Verticallinie BA entfernt, in welcher eine 
Lichtflamme A so hoch gestellt werden soll, dafs die 
kleine Ebene GH so stark als möglich von dem Lichte 
erleuchtet werde; man soll die vortheilhafteste tlöhe 
BA des Lichtes finden« 



Auflösujig, 

$. 63« A sey ein mittlerer Funct des brennenden 
Lichtes, und A£ der mittlere von seinen Lichtstrah- 
len 9 welche auf eine ihm normal gestellte Kreisfläche 
DFO treffend den Strahlenkegel DAF bilden« von des- 
sen Strahlen die Kreisfläche OFO" mit einer gewissen 
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Helligkeit L erleuchtet ^irird , die wifiehr schicUich 
alt l^aaff ei^heit für die übri£;eii Helligkeiten gebrau* 
eben können, wenn wir, alle L8ngen nach Zollen 
gemessen» die Entfemnog AKzzi Zoll fenommep for- 
dern» . * 

Wenn nun in der gröfsem Entferaiing AC 'wie- 
derum eine auf AC normale Kreisfiicbe IKQ gedacht 
wird, welche dort die sämmtlichen Strahlen das Lieht» 
kegeis DAF aubsufangen gerade grofs gen^g wäre« so 

ACC3 
würde diese IKO :i: --—^ ^ DFO aeyn müssen. Indem 

sich nuomehr die Strahlen des Lichtkegels 9m( eine 
•r-pFi — ™*^ gröfsere Ebene vertheiien .mosaeni 

so behauptet man, dafs (im Durchschnitt genommen 

ein einzelner Theil dieser IKO Ebene nur .noch die 

AElU * 

Helligkeit tj^ L hat; dem bekannten optischen Lehr« 

satze gemäfs, dafs die Stärke des Lichtes, die Dich- 
tigkeit der Lichtstrahlen, den i^f^adrirten Entfernun- 
gen umgekehrt proportional ist, vorausgesetzt, da(s 
auf die beld^erlei Ebenen in diesen verschiedenen Ent- 
jfernungen die Lichtstrahlen unter einerlei .Kinkel auf- 
fallen, nach unserer normalen Stellung der beiden 
Ideinen Ebeneti also hauptsächlich unter deni rechten, 
und andern nicht viel davon abweichenden Winkeln, 
«nf^allend sind. 

Indem aber dieser Einfallswinkel für die !Ebene 
IK ein rechter Winkel* für die Ebene GH dagegen ein 
kleinerer Winkel ACB~9 ist« so tritt ein zweiter 
bekannter Lehrsatz ein, dafs die Dichtheit det Licht* 
strahlen bei einerlei Entfernung AC-vom leuchtenden 
Functe dem Sinus des Einfallswinkels, al^o hier 
hauptsächlich dem sin 9) proportional ist; dem gemäfs 
also die kleine Ebene GH, indem sie, wie die IK die 
sämmtlii^^n Strahlen des Lichtkegels auffilngt« in ih« 



-\ 
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rea einzeleo . Theilen , iin4 im Dnrcbscliiiitt ^eoom« 

mePi nar noch die HelHgl^eU tt^ ' ^^° ^* ^ ^^''* 

Diesen zweiten Lehrsatz können i^r bier äneh 
änrch folgende Betrachtung gewinnen. Üa die Ebene 
GA eine Ellipse ist, -vrelcbe des Kreises IKO Halb- 
naesser CInzGK zur halben kleinen Axe, und die 
CGnCH zqr halben grofsen Axe hat: so müfs diese 
Ellipse (wie es in der Integralrechnung erwiesen 

CH ' 

wild,) rr TT7 • IK^ «eyn, £s kaijn aich daher auf 

dieser gröfseren elliptischen Ebene die Helligkeit im 

^ , . . AEP CK , • 

Dorchs^hmtt? nur — j^ ' CH ^^%^^^^ 

Pa nun schon h^zz x gesetzt, und kQ — \^^^^^ 

— ^ • ► r CK _ sin cp . , ^ ,/ 

ST ' " • 18t, ferner 7—3 rz C -f - ist, so hat man die 
cos. 9 CH 1 

Helligkeit auf der eHfptiscben kleinen Ebene ~F ge« 

L " 
pannt f^ ^ uc • co* y^. ain ^ ; welche «in Gröfstee 

•evo soll. ^ 

Den* constanten Factor ^ , welchejr auf die Be« 

atlmmung des vortheilhaften 9 keinen Einflufs bat^ 
weggelasaen, findet man den ersten Differeiitialquo- 

tienteii -p- ~ CQs^j'tCos^* sln^^, hat ihn also ~q 
nicht nnr j) für cos 9 z:: o , sondern auch Sk) füc 



• sin CP X 

€08 ©« rr i>. sin tp^ , also Mr —-^ — - , das ist fü« 

T T ^ COSOp'' ö 

■ l 

tang.^) rr f — t »'«o ungefähr für tang y " fOjg 

:i: 0,7071;, das ist für 9 — 35® i5'59"« 

Per «weite Differentialquotient ist 
ddp ' 

~ :;:::3cos5p*. siny — 4* qosy'^tiny -|- 0, dn y'j ' 
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. / 
hat für — 2-r ZZ — einen Temeinten Wcrth, »nr Be- 

stätigung« dafs man 4*^1^^^^ ^°^ gröfite Helligkeit 
erhalte. Für den ersten Werth coa ^ zzo würde 
der zweite Differentialquotient den bejahten Werth 
9* sin 90° = A erhalten 9 und dadurch beatStigen, daCk 
für 9>r=goGrad» wobei die Erhöhung des Lichtes fiA 
unendlich grofa geworden aeyn müfste, die Erleuch- 
tung der Ebene ein Kleinatea geworden aeyn mufate« 
^Sehr abaichtlich behaupte Jch hier das Gewordenaeyn ; 
denn Tangente und Secante eines rechten Winkels 
sind keine noch unendlich grob werdende, aondem 
▼ollgrola gewordene Linien.) 

Aber wenn der erste Differentialqnotient— durch 

aeinen einen VernuUongswerth des 9)1=90 Grad be- 
stimmt » und dafür durch den bejahten Werth des 

^r-^ die bewirkte ErVpnchtung als ein Kleinatea be- 
stätigt wird; warum wird nicht auch q^zzo bestunmt, 
da doch bei dieser Stellung des leuchtenden Punctes 
A die Erhellung der horizontalen Ebene » geometrisch 
betrachtet , sich verhüllt haben » also wiederum eine 
kleinste Erleuchtung geworden seyn mufs! 

Ich «rwiedere« dafs wir uns mit unsem »Igebra« 

ischen Gleichungen sammt dem algebraisch trigpno« 

metrischen bejahten Halbmesser n: ~pi den Regeln 

der Algebra ^unterworfen haben » und diesen gemifs 

ist jene Qelli^keit :=ro kel^n Kleinstes« 'Algebraisch 

. ' dF 

trigonometrisch wird hier durch -7— no mittelst des 

cosyrzo nicht nur I) fp — +90 Grad, sondern auch 
U) 9— — 90 Grad bestimmt, ferner durch tangyzrj 
nicht nur III) y ir + 35*^ »5' 5«*% sondern auch 
IV) 9 =—.35° 15' 5^' bestimmt; und so ergiebt sich 
die Erleuchtung der Ebene GH für das Iste 9 = -|- 90^ 
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•l6 ein bejahtes M ininiainr für das Ute 9^=:-h35^i5'5D!' 
alt^ein bejahtes ,M a x i m u in « för das Illre ^ — «»35® 
15^ 52" ab ^ia verneintes Minimum« für das IVte 
y n: -rgo^ als ein verneintes Maximum. 

Indem nun die gesuchte Erleuchtung fpr 9rrS5° 
15' 58" ein bejahtes Maximum ist, so wird sie, indem 
9 bis auf 3r o^ abnimmt« immerfort 'kleiner, bis' mit 
9=!:o° sie selbst auch o geworden ist, und indem 9) 
von —o^ bis au 9 =—35® »5' 52" hin fernerhin al 
gebraisch Meiner wifd, so wird auöh die fi^Ieucbtung 
fernerhin algebraisch kleiner, dalier die. 'EMeuchtüng 
= för 9=10° zur einen Seite grofiere, sor andern 
Seite kleinere Nachbarn hat» also keine algebraische 
£miiienz ist. 

Verneinte Erleuchtung ist hier Erleuchtung an 
der entgegengesetzten* S,eite der Fläche GH unter übri- 
gens gleichen Umständen. 

j^nmerkung. 

$. 64. Absichtlich habe ich die Auflösung dieser 
Aufgabe etwas sorgfähig darstellen wollen; weil ich 
bei andern z. B. in Mako Calc. difter. et integr. Wien 1768. 
S.69. das vorlheil hafte 9^:43^. nicht rr 35^ 15' 52" 
gefunden sehe; obgleich ich ebenfalls nur die beiden 
gewöhnlichen (nur im Durchschnitt hinreichend zu- 
treffenden) optischen Lehrsätze befolgt habe, dsfs die 
Stärke oder Dichtheit der Lichtstrahlen auf eine ge- 
wisse kleine Ebene fallend den quadrirten Entfernun 
gen, umgekehrt, und dem Sinus des Einfallswinkels 
geradezu proportional sey« 

Vierzehnte Aufgabe^^ 

$. 65. Wenn eine elastische Kugel, deren Mas- 
seninhalt mA ist, mit 4er Geschwindigkeit =:c Mif 
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eine iiideire eläBtisebe 'Kdgel :jrB centriteh sderse t fto 
Wörde (nath' dett bekannteti gewöhnlichen Geaetsea 
für den pldtzliehen StoFs twistheti vollkommen elasti- 
schen Körpeim) der bia dahin ruhenden B die 09- 

ickWiildigkelt ^-^^-^ « t mitgetheiU Weirden. Man fragt 

"Virie grofa eine dritte Kugel s aeyn mäaae» damit je« 
ner Stofs« vermitteht der b ebenfalls eetitrisch der fi 
initgetheilt» die Geschwindigkeit dieser B nun gros« 
aer, als bei dem vorigen unmittelbaren Stolse^ und §0 
grofs als möglich ansUlle I 

J ü f t d s ü H 1^, ' ' 

$• Ö6« tiidem auch a den Mas&enitihalt angibt» ab 
muis die nach obigen OeseUen ihr tnitgetheilte Ge« 

ach windigkeit v fr \ - ^ . c> und daher die 0<- 
achwindigkeit der dritten Kugel B durch ü bedeutet» 

uzz^^.vzt __i*^l|-~ «hö tt eine FanctÄn 

des B seyp, deren gröfster durch a erreichbarer Werth 
SU finden ist« 

Iht DifFeretitialqüotient wird Sm beqüeifuteli ge- 
funden*^ Wenn Wir die Gleichung 
(A -f ä) (B 4" *) • ^ — 4» A c B diflfetetiziiren » welche 
(A-f z) CB4-B)du 4- (A-t.B-1^8z)u ♦ dzjtf: 4Aeda» 

also (A4-z)(B + z)^=r4Ac — (A + B-f- ß»)ti, Q) 
also |?::.ogtbt,wennCA+B+..).^.j:^^ 

also (A-f B+öz) z tr AB + (A-j-B) z + 2z ; also zarrAÖ, 
folglich ^\zzT^^9 die mittlere Proportionale Bwischen 
der gegebener! A und B i^t. 

, Die Gleichung 0) des ersteh DiBFerentialqüotien- 
ten aufs neue differenziirt und durch da dividirt» 
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gibt(Ä4-z)(B + z) ^ + (A + B + ß.) IJ rs 

für ^; =a. durcbx.=:m und>«.^ ^^l^i^Us 

»Uo [ (A + r(AB) (B + r AB) ] ».^ - _ 8. Ar AB . «S ; 

alio der b weite. Differeiitialquotient verneint , und 
demnach u' ein grÖTstea M. 

Diese yermittelst einer Zwischeiilkagel !^|*AB 
der drittea Kugel B mitgetheilte Geschwindigiceit W « 
-Wird nun auch gröfser ah die in der Aufgabe er- 
-wähnte unmittelbar in ihr bewirkbare Geachwindig- 
heit aeyn» das ist 

4A.rAß^ ^ ^ öA.c 

(A + r Aß) (b + l^Ab "" > A + B "^*'* 
wenn a (A + B) TAB XA + T AB).(B + TAB) 
d, i. 2 (A + B) TAB >AB + BrAß+ArAB + AB 
also wenn A + B >» i2f AB> 

also auch. A* + a AB + B^ + 4 AB 
lilso A' -^ izAB + B^ Z>o, also A gröfselr als Bist 

Z u s a t t u 

'0* 67* Die Geschwindigkeit u der letzten Rüget 
würde also aufs neue verstärkt werden, wenn man 
i) zwischen A und % eine neue Kuge) =r)*(Az)^ oder ^ 
auch zwischen z und B noch eine neue n t*(£»B) 
einlegte; und beide eingelegt würden sich diese V,er- 
Stärkungen sogar einander multit>]iclren« 

$• 6B* Gesetzt» man habe aufser der gröfsten A 
noch 10 Kugeln aneinander liegend« von denen jede 
die niittlere Proportionale zwischen ihren beiderseiti- 
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Ijrachbam wäre, und der Bmch e lej der Exponent 
dieter geometrischen Reihe: ao bitte man die ii Kn- 

geln ala A; Ae; Ae*; « Ae^; A^'^ aufeinander 

folgend; also zzc die Geschwindigkeit der ierlten ge- 
nannt, dton die Geach'windigkeit der »weiten r= 

M . . c ZZ —TT* t die Geschwindigkeit der dritten 

aAe öc a* , •_ ^ 

zz z — rr-T — |— =; — ; — nT «• d«' vierten Ge- 

Ae + Ae* i+c (i+e)* 

achwindigkeit = (Tqr^p • « • «oö«cI» = (Tfip^ • « äie 

Geschwindigkeit der letzten iiten Kugel B» und diese 
Bire'^A. Wäre daher ArzioooB gegeben, ao hätte 

man e'® ~ '- und demnach enr'OtOOl., eine bo 

1000 

kleine Gröfse, dafs man (i-^-O'^ wenig gröfser aU 
n i , also die letate Geschwindigkeit siemlich nahe 

— fl*®.c~4'crrio24.c hätte« 

Genauer gerechnet würde man die letzte Ge- 
schwindigheit gerade mooö.c finden müssen» Denn 
da die leiste Kugel loooma] kleiner als die erste ist, 
so mufs die erste eine looomal gröfsere Geschwin- 
digkeit in der letzten bewirken können; vorausgesetzt, 
dafs wegen der vorausgesetzten vollkommenen Elasti 
cität der Kugeln bei Mittheilung der Bewegung nichts 
verloren gehe, auch wegen der übrigen idealischen 
Voraussetzungen kein anderer Bewegnngsyerlust in 
Anschlag zu bringen sejr« 

Unter solchen Voraussetzungen würde also, wenn 
die Geschwindigkeit der ersteu Kugel s Fufa wäre, 
die Geschwindigkeit der letzten Uten Kugel sopoPüfs 
aeyn* Durch die stärkste Ladung der Kanonen weirs 
man ihren Kugeln weniif> über 2000 Fufs Geschwin- 
digkeit beiaubringen. 



.r-- '.-;• 
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Z u 3 a t z S. 

$. 69. Werden die Kugeln aus gleichartiger 
Madse» etwa sämmtlich aus gleichartigem Elfenhein 
verfertigt, 60 mfissen sich auch ihre körperlichen 
Gröfsen wie i:e:e?:e^:e* und 8. w^ also ihr Durch-. 

mesfter wie A2e»:e^:e^ je» und a, w. verhalten; also 
diese Durchmesser ebenfalls eine geometrische Reihe 
liusmachen. 

Fünfzehnte Aufgabe. 

§. 70. Ein horizontaler Balkan AB, bei A in ei- 
tiem vertic2ilen Ständer eingeiMpft, soll durch * eine 
Strebe von gegebner Länge CFtra mit 'unterstüts^t 
werden, man fragt, welche Lage der Strebe au ge- 
ben sey , damit sie das gröfste Unterstütsungsmct** 
ment zu leisten vermöge! (Pig»S20 ^ "" • 

A u f l b s u n g. 

§. 71. Wenn auf diese bekannte Frage die ge* 
wohnliche Antwort mit Deutlichkeit und Richtigkeit 
sich ergeben soll, so mufs unter dem von mir soge^ 
nannten Unterstütsungsmomente dasjenige statische 
Moment des zenithwärts gerichteten Gegendruckes FO 
verstanden werden, mit welchem die Strebe dem Sin- 
ken des Balkens m F zu widerstehen im Nothfalle 
vermögen würde. Wenn nun die Linie FK^ die . 
Grörse und Richtung desjenigen Gegendruckes ' 
P bedeutet, welchen die Strebe ihres Stärke und spe«> 
cifischen Festigkeit gemäfs, bei ihrer Länge CFma» 
Und längd derselben zu leisten vermögend sey« wüt-« 
de, und ihre vortheilhafteste Lage durch AFrrx« und 
den andern Katheten ACriy gesucht wird; ao ht 

y D 

PO rr ^-^-^ der senitkWSrta gerichtete Gegendruck» 

21 
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ivdchen 816 im Nothfalle zu leisten vermögen yjv 
und ihr Unterstützangsmoment ~x genannt/ ii 



würde ; 
7 



i) Xzrx» — »Dy welches ein eröfates seyn eoll. D« nun 

dy X 

a) auch x* +y* na* » also -— zr — —ist : so hat man 

a.dX=D(y.dx + x.dy), und a. g- 1=z JS^ fy^y\ 

▼V "^^ xx ' ' ■ 

— D -Li , also den ersten iDifferentialquotienten tzo 

für xny; und dafür ein gröfstes x» weil der 
»weite Differcniialquotient ^ : : : : ♦) ^}^^^^^^ 

— 2y^«. AK p: — dx-— sxt sogtr überiumpt, für 

jedes bejahte 5t sich vernexjrit ergibt. 

Vom Anfang an trigonometrische öröfsen ge- 
braucht, ACF!=:$) Ngenannt» und darunter den Bogen 
dieses verMnderlich gedachten Winkels, Init dem Halb« 
messer nx beschrieben / verstanden , hat man 
AFrüa. sin^ als das obige x, und das obige 
y TZ AC ~ a^-cos 9>; also X n a. sin 9>, cos^. D, also 
dX, ■ y dsinö) , . ^dcos^v 

das ist T-r:D.a.(cosg)»— sin <p«) [also r:ofÄr5f)!:r45^J 



^^ Das :::': wird g^et^tt seicHengleich ist» tndeaft 

CS uns n&mlieli hiht nur darum sä thnn ist« von iem 

; «weiten Differend'alquotienten su erfahr<m , ob et f Ar 

* • dX 

denjenigen Werth des. x und y» bei welchem ^^o wird» 

bejaht odek remeint sey : so könxlen wir nicht nur die 

6liedifr desselben » welche durch ihren Factor ^ reftiallt 
werden . sondern auch noch andere Factoren» welche auf 
das jSstchen ii^tnen fitnflufs haben > gSridezU w^ias^n» 
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Ferner itt jrr^TrD.a^a^C—casy.tiny— »elny^co»*) 

hUo Cur (p:^/^S^9 ausgemacht verneint und demnach 
XzzTi^Vin a. D — 5 . aD ein gröfates X, - 

Anmerkung i. 

Noch etwas kürzer fällt der Caicul freilich ans. 
wenn man a~i und D~i aetzt» das heifsty die ge- 
gebene a selbst zur Uneäreo* und D selbst cur Ge« 
Wichts- Einheit annimmt, welches allerdings erlaubt 
ist, da mau für jede verschiedene Art von Gröfseni 
welche in d^r Aufgabe vorkommen, die Einheit üacb 
Belieben annehmen kann. Indessen flögen Anf^ger 
immerhin lieber einige Buchstaben mehr schreibeu, 
um nur die Bedeutung der Gleichungen und ihre Pi« 
mensionen-Kichtigkeit deiUlich vor Augen nu behnjten. 

Andere Ansicht der vorigen Aufgabe^ (Pig«33-). 

S* 72, Von A an , bis wohin der horizontale Bak 
ken eingezapft und aufliegend gedacht werde, sey 
dessen Schwerpunct um A£ rzrbFufs entfernt, und 
n G¥b der Tbeil seiües Gewichtes, von welchem mam 
fürchtet, dafs er der Verzapfung ungeachtet den Bal- 
ken niederwärts treiben mächte: so ist zrb.G dio Nie«* 
derwucht, der mao entgegen streben will» Soll das 
vermittelst einer Strebe CFna im Puncto F gescha« 
hen; so inufs man die Gleichung AF.flZ:b.G beach« 

b G " 

ten , der gem^fs z ZZ -frr sich ergibt , indem as. die 

Gröfsp des yerticakn Druckes bedeutet, welchen dex 
Balken, vorausgesetzt, dafs er in A oder H zu weichen 
durch die Einzapfung nicht verhindert würde', gegen 
eine ihm v5Ili§ entgegengerichtete Unterstiktzung UF 
ausüben möchte« Dergleichen verticale Unterstütznng 
ist nicht vorbanden , sondern statt dessen soll die 
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schräge Strebe CF dem Drucke z widerstehen, desaen 
Grobe and Richtnog die Linie FU bedeuten kann« 

Indem nun nach der gewöhnlichen Theorie vom 
itatiflchen Parallelogranime der Kräfte dieser Druck 
FU^nz sich in die beiden. Seitendrückungen FPt und 
FQ geradezu zu zerlegen vermögen soU"^)» und dann 
durch den Widerstand der Strebe ui^d des Balkens 
yernullt wird; «o ist der ganze gegen die Strebe «ich 

z b. G 

ergebende Druck FPrrz, sec. cpn-. — =- zz — r—- 

^ . ^ cos 9 a.aiiitjp« cosy 

wenn wie vorhin der Winkel ACFzr^) genannt. wird. 
Wird nun ^~^$^ genommen» ao ist dal» Product 
sin 9« cos 9 eiu Gröfstes (wie wir schon vorhin gese- 
hen haben)« folglich der Drack FP fi^$w die Strebe 
ein Kleinstes« 

Die Strebe wird daher unter 9^45° eingelegt« 
mit einem geringeren Widerstände, als bei einem grös- 
seren oder kleineren 9. t dem Niedersinken des Bal- 
kens Einhalt tbun« Obgleich nun bei einer sehr kur« 
gegebenen Länge a der Strebe, selbst auch dieser klein«^ 



V ste Widerstand FP zz 



b. G 



3, b.G 



beträchtlich 



^n Vi'^ a 
grofä werden könnte; so würde doch uns diese Grös- 
se an aich keine Sorge ^n machen haben, -yveil man 
eine kurs^e Strebe nicht nur mit wenig Kosten sehr 
stark vorrichten kann « sondern auch bei einerlei 
Stärke« eine kürzere Strebe stärker als eine längere %u 
widerstehen vermag^ ^ 

Aber wenn der kürzeren Strebe wegen der Schwer- 
punct £t eine beträchtliche Länge F£ vom Unter- 
stützungspuncte F gewinnt; sa vermag daa Gewicht 



«nr^"<iwn«sp>«Rm 



*]) Diss« wlrKUoH härie Ford^iriinff in dsr gewuhqlichen 
Tb^orici dt9 stJitiypU^a ParaUelogTftmmes kann durch 
«^QkUck«(6 Tb^Qrie de^clbeu bA^bi^di^end 'A^lß^% w^vden« 
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deaBalkeni — G«(^^rk gegen die Vempfung in H Jen- 
»du A ZM wachten; daher ni«h in dieser Hih»icht dif 
^röfate Dauer erhalten würde, wenn die Strebe 
lang genug genommen würde, um bit sum Schwer- 
puncte £ 9u reichen. 



JCihtzekntes Capitel 

Benumn^ der Differentialquotien^^^,^ '^^^ JBr^pa-" 

rung mulk^amer Divisiontt^. 

5, 1. Sey Xnx*— x^ — ax3+2x^ + x — 1; ^^^ 
habe gefunden, dafa x~i eine Wurzel der «Gleichung 
Xnro eey, und wolle über die Verrnuthung gewifs 
werden , ob di^se Gleicbung noch eine «weite War^ 
ze] xi::i habe: 60 würde mau freilich 

X 

■e— » — z:: x** — six^ + % durch Division - finden kennen» 

X — i ' 

und dann versuchen , ob anch dieser Quotient für' 
xnri »ich vernulle J Da dieses der Fall ist, so ist es 
eben dadurch gewifs, daf» anch dieser Q^totient wie«' 
derum durch x — i iheilbar seyn muFs, Durch die 
wirklich vorgenommene Theiitng kann mau allerdinga 

X 

nun auch z rr izzzx^ + x* — x— a finden; und 

(x — l)' * 

da auch dieser Quotient für xrri sich vernullt; ao 
kann allerdings durch eine dritte Division auch 



X 



X^ t X^ ~'~* X "^ 1 

j, ~ \, . , 7V — _.— :::i: x^ -[- ax 4* ^ gefunden 



(x— l)^ ^ X— 1 

werden. 

Weil nun 'dieses nicht ferner für x ~ x eich vcr- 
nullt : so ist es nunmehr gewifa , dafs die obige .61ei« 

chung Xz:;:o drei gleiche Wurzeln xzzin und 
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%ynx dletc» gleichen Woracln vm ibror dfei, nfeht 
inck ein viertes x i= i hat. 

2tt eben d'Ieaer Oewfr«bcft aber können wir 
snh Erapariing' der mühsamen DiviBfoncn datch ei- 
9en Gebrauch der Differentialqüotientcn gelangen, 
welcher vermittelst dcK folgenden Bezeichnungen in 
der Kürae deutlich und anstellig wird* 

§ 2. a oäer U +Zt sott bedeuten >, dafe ww 
Jedes im X oder auch i^ V und -^ -Wrkon«ende x 
a,^f den einzelen W ** ^-* eingeschränkt veaangen, 

c 11 ;i:«*^* ^ei einer gebrochenen Function im 
^ Zähl /'^^ ^ Ntoner geschehen , so acbxeiben yfit 
* a xma xrra 

fr; ff ^^A können ^ od«ff -.^ schreiben, faHa 
\N/ N (N) 

es nur i|n 2|äbler oder nur im Nenner geschebea aoUe. 

Fexner #oll |=X*; j^ = ^* = X'* und s. w. ge- 

schrrieben werden; nSmllch X^ öder X" soll bedenten, 
dafs die Function X bereits einmal, oder auch schon 
sE^weimaJ, durch die Function F c^ividirt seyn soU; dafs 
also . allemal auch X = X'. F — X"i F. F n X"\ FFF aey n 
mufs,. und s. w. 

0. 3. Wenn wir uns hier, zum ^est^n der An- 
fänger, auch £ür die Absichten dieses Capitels, und 
als Vorbereitung zox den, späteren allgemeineren Lebren, 
zweckmtfdig hinreichend, die Bedeutung der Function 
und ihres Factors F darauf einschränken • dals X nur 
eine gans^e und tationaje Function des x,;und F nur 
ein algebraisch einfacher Factor, ein F=zx — ä seyn 
soll: so is.t ea leicht eina^u^eheuA dafs allema) auch 
X zn a 

xdFv ~ '^* e<»ytt mula^, 
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Ücnn da dX n d.X'F n XMF + F.dXV 

*l«a 5^— X' +F. ^\ bei allen llVexiVßn des Vcr- 

Hnderlichen x ist: so tcafs ja diese Gleichung ätich 
für den einlsekh Wörth xrra ihre Rfcfatiglieit kabeo^ 
Das heifst, es muTs 
x'ttra X — a x^r-rr a ~ 3tt:!a sc — «i ' ^ 

Da nun bei den hier vorangeschi elften Bedingun- 
gen, dafs X nur ei^ne gafize und rationale Fonction 
des x, und F nur ein algebraisch einfacher Factor der 
Function tfeyli soll« sc'hr einleuchtend Ist, dafa das 
letzte Glied durchaus sich vernullen mufs: so ist hie* 

X r: a •■' . 

(dX\ x^<^* 
•TfJ — X^ scynjnujs, ' 



S e i )s p t '0 t 1. 

§. 4, Da X rr x5 -:• x^ — sx^ + ^x* -f x — i 
(das obige X in §. i.) für xm sich Sro fergiebt, wir 
also «ben dadurch versichert sind» dafs Fr=x — i eir 
nen Factor dieses X ausmacht, und der Differential- 

dX 

quoliwit -r^^ 5X^ — 4!it3-^&"4-4x + i sich crgiebt: 

X"! 

(dX\ ^ — 1 

jTlrrs— 4— 6+4+ii: x' scyn- 

« 

X 

(Ocn veränderlichen Quotienten *— — rr X* hat 

^ X X 

man hierdurch freilich nicht gefunden , sondern nur» 
Mras dieser Qaotieni für den einzelcn Werthfall xzzt 
gibt.) 

xrrt 

Da nun aber X' selbst wiederum r:o Ist, und 
eben dadurch es gewifs ist, dafs daa allgemeine , ver- 



# 

328 Cap^XVIIL Ersparung mühsamer Divisionen. 

änderliGhe. X'» auch ohne daTs wir e§ kennen, den 
Factor Frrx— *i in aich haben mufa: so können wir 
weiter tchlieraen, dafs 
(x =r 1) 

■ ■ — öox*— 12K* — i2x-j-4rr X" seyn muf«; 



daa ist öo— 04 + 4 — X". Wiederum rr o! Also 

x — i 
d^X ^~^ 

auch -r— rr 6ox^ — sdx — 12 ±: y*'. 

dx"* 
Da nan djese$ rr6o — 24 — 12, nicht rzo ist: so 
18t hiemit gewifs.« data die Wurzel xm nicht öfter 
als dreimal in dem' hier gegebnen Xrro vorkommen 
kann. 

Man aiaht hieraus wie man für jede Gleichung 
X~o, wenn man eine Wurael xrra gefanden hat, 
vermittelst der DilFerentialquotienten auf eine beque- 
mere Weise als durch wiederholtes Dividiren es fin- 
den kann» ob diese Wurzel öfter» und wie vielmal 
eie in der Gleichung vorkomme. 

. e** — 1 
5. 5. Der Quotient ergibt sich § fürem. 

Da. es durch diese Vernullung des Zählers gewifs ist, 
dafs e— '1 einen Factor des q|^-— 1 ausmachen mufs : 
so kann man e veränderliclH' und mit einem Differen- 
tiale de belegt gedacht» schliefst, dafs 
em em 

(•^ ^ ^ ) — Jil-- r: n* 1 seyn mufs ; wodurch 
d.e-— ly de 

der Werth dieses - ohne Division gefunden ist« Im 

o 

nächsten Capitel aber wird die allgemeine Methode» 

. auch für andere ^ rr - brauchbar gelehrt. 

N o 

([Man sehe den Nachtrag») 

Gedruckt b«i Caal Gottix» Qärtvmk, • 
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Einiffe TÜckständiga , vorzüglich wichtig Anwendungen der Bif- 
feyentialTeChnung , namentlich auch die zeichenrichtige For- 
mulirung der Krüiniiiungtiniefseri die «^»tematiscu richtige 
Bestimmung der gröfsti'n una kleinsten Kr ii m m u n g e u , die 
«ystem^tiscn bündige Aiiffinduug der grdfsten und kleinsten 
werthe mehrfach v-ariab 1er Functionen, — tmd was ieh 
sonst etwa , nach eigenthümlicheu Ansichten neu bearbeitet , iit der 
schon erwühnten Schrift , Formnlaeradii osculatoris, und 
dessen 4 uchem Anhange » auch im Hesperns und in der Isis» hier 
zu liefern versprochen habe » «^ mufs bis aum Nachtrage verschoben 
bleiben» weil die DtiickercT^ ein JV^ehres zur Messe fertig nicht liefern 
kt»nnte » nachdem durch die Entfernung zwischen mir und ihr die Cor* 
Tecturen manche Unterbireöhuug vei ursacht hatten. Ohne solche^ £ni* 
temung dürfte ich, bei det so musterhaft eingerichteten Druckerey, und 
ihrem so äiifserst gpfilligen Personale, vielleicht gar keine beträchtÜc^Cii 
Bzuckfthler anzuzeigen gehabt haben. 
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